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Vorwort. 



Der vorliegende zweite Band der Stereometrie beschäftigt 
sich hauptsächlich mit der Berechnung einfach gestalteter 
Körper, also der einfacheren Polyeder, Cylinder, Kegel 
und der Kugel. Der dritte soll die schwierigeren Gebilde 
der Raumgeometrie behandeln und dabei die neueren Me- 
thoden bevorzugen. Allerdings gestattete das Cavalieri- 
sche Prinzip schon hier (ähnlich wie in Bd. I) Ausblicke 
auf die allgemeinen Flächen zweiten Grades, die Schwer- 
punktsuntersuchungen greifen ebenfalls hier und da in 
die barycentrischen Methoden über und deuten die 
Guldinschen Regeln und andere Methoden neuerer Art 
an, auch die Newton-Simpsonsche Regel wird für die 
Prismatoide mit ebenen und windschiefen (hyper- 
bolischen) Seitenflächen und für die allgemeinen 
Flächen zweiten Grades behandelt und sogar auf einen 
Körper mit transcendentaler Grundfläche (cykloidisches Oval) 
angewandt; aber dies alles sind nur Vorbereitungen, die 
noch nicht den ganzen Bereich dieser Berechnungsmethoden 
erschöpfen. Dagegen ist die sogenannte Summenformel, die 
wohl besser als Schichtenformel bezeichnet wird, vollständig 
fiir den dritten Band aufgespart, weil hier die Berechnung 
noch nicht auf unendliche Reihen gegründet werden sollte. 
Unendliche Reihen, imd zwar geometrische, treten hier nur 
in Übungsbeispielen auf, bei denen es sich um. Inhalts- 
summen oder Oberflächensummen unendlich vieler ähnlicher 
Körper handelt. Die betreflTenden Aufgaben eignen sich in 
ausgezeichneter Weise fuv Exercitia oder Klassenarbeiten 
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grösseren Umfangs, da bei ihnen die verschiedensten Ge- 
biete zur Geltung kommen und die Resultate sehr einfach 
sind. Nur bei der Behandlung der Mercatorkarte werden 
gewisse Reihen in einer dem Schüler unmerklichen Weise 
summiert, was auf einen elementaren Nachweis der Formeln 
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hinauskonunt. (An dieser Stelle versagen sammtliche elemen- 
taren Lehrbücher der mathematischen Geographie und 
verweisen auf die höhere Analysis.) Eine ganze Reihe wichtiger 
Probleme wird dadurch der elementaren Behandlung zu- 
ganglich, besonders das der Mercatorkarte. 

Schon aus diesen Bemerkungen wird man entnehmen, 
dafs trotz des engen Bereichs, den dieser Band sich stellt, 
neben den leichteren Aufgaben auch schwierigere zur Be- 
handlung gelangen. 

Es erschien zweckmäfsig, die Anordnung zu einer rein 
sachlichen zu machen, derart, dafs schon bei dem Würfel 
und dem Rechteckskörper der Übergang zu schwierigeren 
Übungen stattfindet. Ein methodisches Fortschreiten vom 
Leichteren zum Schwereren findet also nicht durch das 
ganze Buch hindurch, sondern nur innerhalb der einzelnen 
Kapitel statt Das erstere Verfahren würde die ver- 
schiedenen Gebilde bunt durcheinander gewürfelt und allen 
organischen Zusammenhang zerstört haben. Wem diese oder 
jene Aufgabe zu schwierig ist, der mag sie vorläufig über- 
schlagen. 

Die Gleichungen dritten Grades sind in diesem 
Bande vorläufig noch zurückgedrängt. Nur an einer besonders 
charakteristischen Stelle konnte ich es mir nicht versagen, 
einige Beispiele durchzurechnen. Die Frage nach der Tiefe 
des Eintauchens einer Kugel von gegebenem spezifischen 
Gewichte p' <1 führt auf eine Gleichung dritten Grades, 
die merkwürdigerweise drei reelle Lösungen giebt, 
obwohl doch nur eine brauchbar erscheint. Die Bedeutung 
der beiden anderen Lösungen zu untersuchen, erschien als 
eine sehr dankbare Aufgabe für die Schule. 



Vorwort. V 

Da die neuen Lehrpläne Wert auf die Lehre vom 
Maximum und Minimum legen, ist eine Anzahl von 
Aufgaben, die im allgemeinen nicht über den zweiten und 
dritten Grad hinausgehen, zur Lösung gebracht. 

Schon die Lehre von der Dreikantecke führt, wenn sie 
erschöpfend dargestellt sein soll, auf die Formeln der 
sphärischen Trigonometrie. Es war also nötig, diese 
Formeln entweder vorauszusetzen, oder sie in kurzem Ab- 
rifs zu behandeln. Ich zog das letztere vor und zwar aus 
folgendem Grunde: Die Dreikantecke hat eigentlich gar 
nichts mit der Kugel zu thun, die Formeln müssen sich 
also ohne Beziehung auf die letztere entwickeln lassen. 
Dies ist hier geschehen, ohne dafs Umwege nötig waren. 
Dafür konnten bei der eigentlichen sphärischen Trigono- 
metrie die Formeln direkt zur Anwendung gelangen. So 
gelang es, schon bei der Dreikantecke einige Aufgaben zu 
lösen, deren Resultate Steiner ohne Beweis gegeben hat. 
Dabei aber glückte es, an Stelle der Stein ersehen Formeln 
andere zu gewinnen, die zwar mit ihnen identisch sind, aber 
doch eleganter erscheinen. 

Dem Tetraeder widmete ich eine ausführlichere Be- 
trachtung. Der Reichtum an Beziehungen zwischen seinen 
Elementen ist naturgemäfs weit gröfser als beim Dreieck. 
Den zahlreichen Formeln, die besonders von Feuerbach 
für das Dreieck gegeben sind, müssen noch zahlreichere 
und ebenso elegante am Tetraeder entsprechen. Die Lehr- 
bücher gehen aJlzuschnell über diesen Gegenstand hin, und 
zwar vielfach in oberflächlicher Weise. Selbst vortreffliche 
unter den neueren Büchern sprechen z. B. nur von fünf 
Berührungskugeln des Tetraeders, die durch Qj q^, Q2, Qs, ^4 
angedeutet sein mögen, sie wissen nichts von den Kugeln 
Qa) Qby Qcf die ebenEalls alle Flächen des Körpers berühren 
und sich in je einem der zu den Gegenkanten (a, %), (b, 6^), 
(c, Ci) gehörigen „Dachräume" befinden (die durch Er- 
weiterung der Flächen entstehen). Dabei zeigt sich, dafs 
zwischen den Kugeln QyQaf Qby Qc einerseits und Qi, Q2} Qsj Qi 
andererseits eine Art von Symmetrie der Formeln stattfindet. 
Durch diese Symmetrie wird erst ein klarer Überblick er- 
möglicht. Dabei treten zwischen den Radien ^, den Höhen 
A^, Äg, A3, A4 und den kürzesten Entfernungen e^, 65, ßc der 
Gegenkantenpaare Beziehungen einfachster Art auf. Die 
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meisten von diesen hat schon Steiner behandelt^ einige 
andere habe ich selbst beigefügt. In der mir zugänglichen 
Litteratur waren sie nicht zu finden. Es scheint überhaupt, 
als ob auf diesem elementaren Gebiete noch viele Schätze 
zu heben wären. 

Auch die regelmäfsigen Körper behandle ich aus- 
führlicher als die gebräuchlichen Lehrbücher und gehe auf 
die halbregelmäl'sigen (die Archimedischen und ihre 
reziproken), auf die Kepler-Poinsot sehen und andere 
in Band I behandelten Körper höherer Art ausführlicher 
ein. Die Schlufsformeln sind überall einfach gestaltet. Ihre 
Entwickelung giebt zur Übung in Wurzelumformungen und 
dergleichen vielfachen Anlafs. Dies gilt auch von gewissen 
Durchdringungen. Ich würde in dieser Beziehimg vielleicht 
noch weiter gegangen sein, wenn das schöne Brückner- 
sche Werk*), welches erst nach Fertigstellung des Manu- 
skriptes für Band II erschien, früher zur VeröflRentlichung 
gelangt wäre. Dort erst zeigt sich die grofse Mannigfaltig- 
keit der Polyeder höherer Art, die gewisse Arten von 
ßegelmäfsigkeit aufweisen und deren Theorie mit den 
Hefs sehen Untersuchungen über Kugelteilung zusammen- 
hängt, in übersichtlicher Weise. Aiif dieses Werk seien 
solche hingewiesen, die in dieser Hinsicht bis an die augen- 
blicklichen Grenzen der Forschung vordringen wollen. 

Der „genetischen" Stereometrie von Heinze- 
Lucke, soweit sie sich auf Prismatoide bezieht, glaubte 
ich auch eine Stelle einräumen zu müssen. Vielleicht wird 
Band III noch näher auf diese Lehre eingehen. Auch sie 
giebt einigen Einblick in den Reichtum räumlicher Gebilde, 
die der leichteren Berechnung zugänglich sind, ohne jedoch 
alles zu erschöpfen. Der von Heinz e gegebene Versuch 
einer Systematik des gewählten Gebietes ist zwar der 
Vervollkommnung fähig, aber doch als ein wertvoller An- 
fang zu betrachten. Der Heinzesche Drehungssatz 
findet hier Berücksichtigung. 

Im Anschlufs an die Prismatoide, die bei einer Ver- 
längerung der Kanten über die beiden Grundflächen hinaus 



*) Brückner, Vielecke und Vielflache, Theorie und Geschichte, 
mit 12 Doppeltafeln und vielen Figuren im Text (Leipzig, bei Teubner, 
16 Mk.). 



Vorwort. VII 

ihren wesentlichen Charakter nicht ändern, wobei auch die 
Inhaltsformel für aufserhalb liegende (parallele) Grundflächen 
fortbesteht, ergab sich als anregende Übung der Vergleich mit 
den Oberflächen zweiten Grades nach Art des Cava- 
lierischen Prinzips. Da nun die Prismatoide sich bis 
ins Unendliche erweitem lassen, mufs dasselbe bei der 
Kugel und dem Ellipsoid der FaU sein. Dabei ergiebt 
sich als Fortsetzung das zweifache Hyperboloid, und 
damit hängen interessante Erweiterungen des Archi- 
medischen Satzes über Kugel, Cylinder und Kegel 
zusanmien. Diesen Gegenstand hatte ich ursprünglich für 
Band HE vorbehalten; ich fand ihn aber so lehrreich und 
anregend, dafs ich mich entschlofs, ihn schon früher dem 
Leser zugänglich zu machen. 

An einigen Stellen ergaben sich Nachträge zu Band I 
als wünschenswert, z. B. die Behandlung der Höhen des 
Tetraeders und des zu ihnen gehörigen Hyperboloids und 
die Besprechung der drei am Tetraeder auftretenden hyper- 
bolischen Paraboloide. Anhangsweise wird auch das ApoUo- 
nische Berührungsproblem für vier gegebene Kugeln, welches 
in Band I durch Zufall ausgeschlossen blieb, kurz behandelt 

Bei dieser Ausdehnung des Ubungsstoffes wurde Band II 
zu einem Lehrbuche mit ausgedehnter Sammlung von 
Übungsaufgaben, an denen die wichtige Kunst des 
„Ansetzens der Aufgaben" und der Anwendung 
verschiedener Berechnungsmethoden geübt werden 
kann, wobei zugleich ein reicher Schatz von Formeln ge- 
wonnen wird, die nicht nur an sich von Interesse sind, 
sondern uns auch vor der Stellung unmöglicher Aufgaben 
bewahren. 

Bis hierher kam jedoch nur der theoretische Teil 
des Inhalts zur Sprache, dem ein praktischer Teil, 
d. h. das Gebiet der Anwendungen, gegenübersteht. 
Seit 1892 verlangen die preufsischen Lehrpläne eine stärkere 
Betonung der darstellenden Geometrie und der Anwendungen, 
und neuerdings ist die angewandte Mathematik als 
besonderes vollgültiges Fach in die Prüfungsordnung für 
mathematische Oberlehrer aufgenommen worden. Den dariA 
liegenden Forderungen suchte auch Band II gerecht zu 
werden. Fast jede seiner Figuren — einige schematische 
ausgenommen, die aus Gründen der Deutlichkeit nicht ganz 
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zu vermeiden sind*) — ißt ein Ubnngsbeispiel für die dar- 
stellende Geometrie. Auch die Krystallographie findet 
einige Berücksichtigung, die sich noch sehr weit hätte aus- 
dehnen lassen. Der Löwenanteil fällt aber der Mechanik 
zu. Hierher gehören die Gewichtsberechnungen, die des 
spezifischen Gewichtes, die Eintauchau%aben und andere 
Anwendungen des Archimedischen Prinzips, die Berechnung 
von Schwerpunkten, statischen Momenten, Stabilitäts- 
momenten^ Hebungsarbeiten, Centrifugalkräften, hydrostati- 
schen Momenten, die an schwimmenden, jedoch nicht in der 
Gleichgewichtslage befindlichen Körper wirken (andere hydro- 
statische Probleme soUen später zur Geltuiig kommen). 
Einige Anwendungen der Mechanik auf kosmische Ver- 
hältnisse kommen ebenfalls zur Sprache. In technischer 
Hinsicht finden das Bauwesen und die Maschinen- 
technik Berücksichtigung. Unter den physikalischen 
Anwendungen sei der Anzahl der Kraftlinien und einiger 
Bemerkungen über das Potential gedacht, besonders aber 
der Anwendungen der Wärmelehre auf einige Probleme der 
kosmischen Physik, die im Anschlufs an Pouillet, 
Tyndall und Helmholtz in der Regel nur in populärer 
Darstellung bekannt gegeben werden, hier aber auf dem 
Wege^ elementarer Berechnung zur Entwickelung kommen. 
Der Übergang zur Kartographie und zu sonstigen Ge- 
bieten der mathematischen Geographie, zur Astro- 
nomie, Nautik und Geodäsie ergab sich von selbst, vor- 
läufig jedoch nur insoweit, als es sich um die Kugel handelt. 
Mit Ausnahme des nautischen Gebietes gründet sich 
das Lehrbuch auf langjährige Unterrichtserfahrung am 
G3nnnasium, der Realschule und der höheren Maschinenbau- 
schule. Hinsichtlich der Nautik mufste ich mich natur- 
gemäfs an andere Lehrbücher anschliefsen, die an gegebener 
Stelle namhaft gemacht sind. Im übrigen hoffe ich, dafs 
der Ubungsstoff den bekannten Sammlungen (von Übungs- 
aufgaben) von Meier-Hirsch, Reidt^ Martus und anderen 
vielfach zur Ergänzung dienen wird. Die meisten Aufgaben 
entstanden nämlich im Laufe des Unterrichts gewissermafsen 



*) Aach Geheimrat Haack schliefst sich in der 8. Auflage 
seines vortrefflichen Lehrbachs der Stereometrie (Kommerell- 
Haack) diesen Anschaunngen an. 
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im Gespräch mit den Schülern bei der jeweiligen Unter- 
suchung der Frage, was mit den gewonnenen Formehi oder 
Methoden eigentlich angefangen werden könnte. Die Schüler 
sollten sehen, welch ein Hebel die Mathematik für die Über- 
windung geistiger Aufgaben ist. Dabei ergab sich stets 
unerschöpfliches Ubungsmaterial ohne Anwendung irgend 
einer Äiägabensammlung. Vieles wurde dann bearbeitet 

Die geschichtlichen Bemerkungen des ersten Bandes 
haben an geeigneten Stellen Fortsetzung gefunden. 

Um die Orientierung zu erleichtern, ist dem eigent- 
lichen Inhaltsverzeichnis noch eine Übersicht beigefügt 
worden, welche angiebt, wo die einzelnen Gebiete der An- 
wendungen Berücksichtigung gefunden haben. 

Den dritten Band hoffe ich in Jahresfrist erscheinen 
zu lassen. 

Hagen i.W., im August 1900. 



Dr. G. HoIzmfiUer. 
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Erster Abschnitt. 



Prismen und Cylinder. 



A. Rechteckskörper. 

I. Bereehnungen am Würfel. 

1) Inhalt und Oberfläche. 

a) Inhalt J= a^ folglich a = \j, (Vgl. Bd. I, § 206.) 

b) Oberfläche = 6a2, folglich a = l/?. 

n\ Ana o^ \^r\Ä K^ -frilorf. F ^ 



c) Aus a) und b) folgt 
1/^==]^^ oder O^QJ^^y 



daher ist J 



-[i 




2) Die Diagonalen und 
ihre Neigungen gegen die 
Flächen^ Kanten usw. 

a) Die Län^e jeder 
Diagonale (z.B. BD^ ergiebt 
sich aus d^=a^-{-a^+a^=ia^ 

(vgl. Bd.I, § 205) als d = ai^; 

zugleich ist a = dl/|. Der ^'^ 

Badius r der umbeschriebenen Kugel ist halb so grofs als dy 

also r = ^ 13 . Der Radius der einbeschriebenen Kugel ist 

Holzmüller, Stereometrie, n. 1 



tan a = 
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b) Die Neigung jeder Diagonale gegen jede der 
Würfelflächen ergiebt sich (z. B. für BD^ und die Grund- 
fläche) aus 

BD- an~^^' 

Daraus folgt (abgerundet) a^Sö^lö'öO". 

c) Jede Diagonale trifft jede der mit ihr zu- 
sammenstossenden sechs Würfelkanten unter einem 
Winkel ß, der den vorigen zu 90® ergänzt. Daher ist 
ß = 54<^ 44' 10". Jede der übrigen Würfelkanten ist zu 
einem Paare der vorigen Gruppe parallel, sie wird also von 
der Diagonale unter demselben Winkel ß gekreuzt. 

d) Die kleinste Entfernung zwischen einer Dia- 
gonale und einer sie kreuzenden Kante (z. B. BD^ 
und ^1^) ergiebt sich aus folgender Überlegung. Die 
Diagonalflächen ABC^D^ und CDA^B^ schneiden einander 
in EF rechtwinklig, so dals A^^E Normale zur Fläche 
ABC^D^ ist. MGy die Verbindungslinie der Halbierungs- 
punkte von A^B^ und jBDi, ist parallel zu EA^y steht also 
senkrecht auf jeder durch M gehenden Geraden der Ebene 
ABCD^f z. B. auf £Di. Da sie auch senkrecht auf ^j^^j^ 
steht, ist sie das gemeinschaftliche Lot und zugleich die 
kürzeste Verbindungslinie zwischen den beiden Geraden. 

Ihre Länge ist MG = ^DA^ ^ ^ V2 * 

e) Zwei Diagonalen, z. B. A^G und D^^By schnei- 
den sich unter dem Winkel 180^ — 2ß, bezw. seinem 
Nebenwinkel 180^ — 2a, oder auch unter dem Winkel 2ß 
bezw. 2a, d. h. unter 109^ 28' 20" oder unter 70^ 31' 40". 

3) Gewichtsformeln. 

Hat der Würfel das spezifische Gewicht p', so ist sein 
Gewicht p = Jp'=a^p. Ist dabei a in Metern, Deci- 
metem, Centimetern, Millimetern gegeben, so erhält man das 
Gewicht in Tonnen bezw. Kilogrammen, Grammen, Milli- 

grammen. Sind J und p bekannt, so folgt i>'=-, jedoch 

sind dabei p und J in zusammengehörigen Mafsen zu geben. 

Smd pundp' bekannt, so folgt ^ = ^ • Taucht der Würfel 
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in der gewöhnlichen Stellung bis zur Tiefe h ins Wasser 

. , , -A 1. /-» • 1 X / * Wasserraum 

em, so ist das spezifische Gewicht « = — = -— • . 

» a Korperraum 

(Dabei ist Ä < a vorausgesetzt.) 

II. Vermischte Aufgaben über den WürfeL 

4) Jede durch parallele Würfelkanten gelegte Diagonal- 
ebene schneidet einen Körper ab, der nach Inhalt und Ober- 
fläche berechnet werden soll. Die Würfelkante a sei bekannt. 

Auflösung. Da der Würfel halbiert wird, ist J = ~. 

Die Diagonalfläche hat den Inhalt F= a - (ai2) = a^i2, die 
Oberfläche des neuen Prismas ist also 

= a2 + a2 + 2— + «2/2 = a^ (3 + i2). 

5) Der Längenunterschied zwischen den I^adien der um- 
und der einbeschriebenen Kugel eines Würfels sei gleich d. 
Wie grofs ist der Inhalt und die Oberfläche des Würfels? 

Auflösung, r — q = d giebt 0"}^ — ^ = d, so dafs 
a = 



J = 



" ~ lyä— 1/ ~ 61/3 — 10 ~ 



f^—io sys — 5 

und 

lys — 1/ 4 — 2/3 2-/3 
ist. 

6) Ein gulseisemer Würfel soll 100 kg wiegen. Wie 
grofs mufs die Kante genommen werden, wenn das spezifische 
Gewicht des Gufseisens gleich 7,5 ist? 

Auflösung. «3 . 7^5 _ 100, a = V ^ = ? Dabei 
findet man a in Decimetern. 

7) Wie grofs ist die innere Kante eines würfelförmigen 
Hektolitergefal'ses ? 

1* 
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Auflösung, a* = 100 giebt a == yiOO in Decimetem. 

8) Ein Würfel soll so aufgestellt werden, dafs 
er im Grundrifs als regelmäfsiges Sechseck erscheint. 
Welche Neigung müssen seine Kanten und Flächen 
erhalten? 

Auflösung. Eine der Würfeldiagonalen mufs im Grund- 
rifs als Punkt erscheinen, d. h. sie mufs senkrecht auf der 
Grundrifsebene stehen. Da sie nun (nach 1) e und f) mit 
jeder Kante den Winkel /8 = 54® 44' 10" bildet, ist jede der 
Kanten unter dem Winkel a = 35® 15' 50" gegen die Grund- 
ebene geneigt. Weil femer die senkrechte Diagonale mit 
jeder Würfelfläche den Winkel a bildet, hat jede dieser 
Flächen gegen die Grundrifsebene die Neigung ß. 

9) Der Würfel als Rhom- 
boeder. 

Fig. 2 stellt den Würfel bei 
der besprochenen Stellung im 
Grundrifs dar. Diese Projektion 
heifst die isometrische, weil alle 
Kanten gleich lang erscheinen. 
Die Aufgabe giebt also die Grund- 
lage der isometrischen Axono- 
metrie. Auch krystallographisch 
ist sie von Bedeutung. Bildet 
man nämUch den Halbflächner 
der sechsseitigen Doppelpyramide 
des hezagonalen Systems (in 
ähnlicher Weise, wie in Fig. 18 
in Bd. I der des Pyramidenwürfels gebildet ist), so erhält 
man das Ehomboeder der Krystallographie. Haben dessen 
Flächen die Neigung ß = 54® 44' 10", so wird das Rhom- 
boeder zima Würfel. Letzterer läfst sich also auch als eine 
Form des hexagonalen Systems betrachten. Die eine Diar 

gonale jeder Fläche, d=^a'\/2, erscheint dabei in der rich- 
tigen Länge, die andere in der Länge 




d coS)8 =- ay2 cos/? = ^^2]/^^ -= aV- = a 



cosa 



d. h. ebenso lang, wie jede Kante, so dafs es sich um lauter 
gleichseitige Dreiecke handelt. — Die Halbierungspunkte der 
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nicht von M ausgehenden Kanten bilden ein horizontales 
regelmäfsiges Sechseck^ welches jetzt Verwendung finden solL 

10) Hexagonale Durchdringung zweier Würfel. 
Bildet man gegen die Ebene des Sechsecks das Spiegelbild 
des Würfels, so entsteht ein zweiter Würfel, dessen Projek- 
tion genau ebenso erscheint, wie die des ersten, nur ver- 
tauschen die sichtbaren und die unsichtbaren von M aus- 
gehenden Kanten ihre Rolle. Der eine Würfel ist gegen den 
andern um 60^ gedreht. Man hat nur Munt den Halbierungs- 
punkten der Aufsenkanten zu verbinden, um die Zeichnung 
der hexagonalen Durchdriugung der beiden Würfel zu er- 
halten. (Zweckmäfsig werden die Flächen beider in ver- 
schiedenen Farben dargestellt.) 

Diese Bemerkung soll zuerst der Engländer Philip 
Konayne gemacht haben, worüber ein Bericht vom Jahre 
1750 vorliegt (Vgl. Cantor, HI*), Seite 528, und 
H. Hennesy im Philosoph. Magazine, Ser. V, Vol. 39, 
Seite 184.) Er drückt sich dahin aus, dai*s der eine Körper 
durch den andern (theoretisch) hindurchgeschoben werden 
könne, wobei gewisse Elemente des einen „Drahtgestells^^ an 
denen des andern hingleiten, van Swinden bezeichnet in 
seiner Geometrie (deutsch von Jacobi; Jena 1834) die Auf- 
gabe, den gröfsten Würfel zu finden, der sich so durch einen 
gegebenen Würfel hindurchschieben läfst, als die Nieuw- 
1 and sehe Aufgabe. (Dreht man den einen der Würfel um 
die Achse Jf, so entstehen andere Durchdringungen, z. B. 
die in Bd. I, Fig. 46 dargestellte dodekaedrische.) Auf 
solche Durchdringungen soll später noch einmal eingegangen 
werden. Die umbeschriebene Kugel erscheint gröfser, als der 

gezeichnete Kreis mit Radius ^[/^> <1a ihr Radius gleich 

|y3i8t. 

11) Verdoppelung der Oberfläche und des In- 
halts. Die Aufgabe, einen Würfel zu konstruieren, dessen 
Oberfläche doppelt-so grofs ist, als die eines andern, erledigt 

*) Cantor bezeichnet die Angelegenheit als eine «geometrische 
Spielerei". Nach obigem handelt es sich aber um die Grandlage der 
isometrischen Axonometrie. Vgl. die Bemerkungen über Kästner 
(1768) und Farish (1820) in Bd. I, Seite 185 n. 136. 



6 I. Prismen and Cjlinder. 

sich durch % = a^. Nach M. Cantor (I, Seite 598) war 
diese Verdoppelung bezw. Ver-w-fachung von Bedeutung för 
die Konstruktion altindischer Altäre. Sie ist geometrisch 
losbar. Die Aufgabe dagegen^ einen Würfel zu konstruieren, 
dessen Inhalt doppelt so grofs als der eines andern ist, 
kann mit Zirkel und Lineal nicht gelöst werden, obwohl sie 

8,— 

rechnerisch durch % = a\2 gelöst ist. Dasselbe gilt von 
der Ver-n^fachung, sobald n eine ganze Zahl ist, die nicht 
dritte Potenz einer solchen ist. Um die Aufgabe der Würfel- 
verdoppelung, das sog. Delische Problem, gruppiert sich 
eine reiche Litteratur, zu der man besonders Cantor (I, 
Seite 198) vergleiche. Dort findet man auch den inter- 
essanten Brief des Eratosthenes an den König Ptole- 
mäus über diese Angelegenheit (Verdoppelung des kubischen 
Denkmals des Glaukos, bezw. des würfelförmigen Delischen 
Altars). 

12) Unter welchem Winkel schneiden einander 
zwei Diagonalebenen des Würfels, die durch ver- 
schieden gerichtete Kantenpaare gelegt sind? 

Auflösung. Die Diagonalebenen schneiden sich in 
einer Diagonale rf, also auch im Mittelpunkte. Dort er- 
richte man auf jeder der Ebenen ein £x)t. Jedes dieser Lote 
halbiert eine Würfelkante und hat bis zu dieser die Länge 

al/^. Aber auch die beiden Halbierungspunkte haben von 

einander den Abstand öt 1/ ^ , sie bilden also mit dem Mittel- 
punkte des Würfels ein gleichseitiges Dreieck. Daher 
schliefsen die Lote einen Winkel von 60® ein, die Ebenen 
also einen solchen von 120 ^ oder, wenn man den Neben- 
winkel wählt, einen splchen von 60®. 

13) Einer Kugel sei ein Würfel umbeschrieben, 
ein zweiter einbeschrieben. Der Oberflächenunter- 
schied beider Körper sei gleich F. Wie grofs ist 
die Kante eines jeden, und wie grofs der Radius der 
Kugel? 

Auflösung. Für den gröfseren Würfel ist x = 2r, 

für den kleineren ist d = 2r = x^^y also ^Tjl == 2r 1/ ^ . 
Demnach ist ' 
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F^ 6x^ - Qx\ = 6(4r' - 4r^ 1) == 24r^ (^ " ^) = l«^'' 
Der gesuchte Radius ist also ^ = j ^F, Daraus folgt 



X 



=f^' '-^Vf- 



14) Einer Kugel sei ein Würfel umbeschrieben, 
ein anderer einbeschrieben, der Inhaltsunterschied 
der Würfel sei gleich B. Wie grofs sind die Würfel- 
kanten und der Kugelradius? 

Auflösung. Wiederum ist x=^2r und % = 2r|/ -, 
alsoI)==J— Ji = 8r3-8r»|/J==8r3(l— j/J), dem- 
nach ist r == 1 / 1=^9 oc das Doppelte, x^ das 

21/ —-fache dieses Wertes. 

15) Verwandte Aufgaben sind folgende. 

Einer Kugel sei ein Würfel umbeschrieben, ein anderer 
einbeschrieben, die Kantensumme des einen übertrifft die des 
andern um d. Wie grofs sind die Würfelkanten und der 
Badius der Kugel? 

Einer Kugel vom Radius r sei ein Würfel ein-, ein 
anderer umbeschrieben. Wie grofs ist der unterschied ihrer 
Inhalte, wie grofs der ihrer Oberflächen, wie grofs der ihrer 
Kantensummen? 

16) Eine geschlossene würfelförmige Kiste habe überall 
die Dicke ä, die äufsere Kantenlänge sei a, das spezifische 
Gewicht des Holzes sei ^'. Wie groft ist ihr Gewicht, wie 
viel Ladung darf sie höchstens au&ehmen, um im Wasser 
nicht unterzusinken? 

Auflösung. Gewicht ^ = (a* — aj)j}'= \o^ — (a — d)']|?'. 
Das bei vollem Eintauchen verdrängte Wasser würde das 
Gewicht a^ • 1 = a^ haben. Die Ladefähigkeit ist also gleich 
a3 — [a3 — (a — df)^] jt>'= a^ (1 — p') + (a — df'p\ 

Beispiel: a « 100 cm, d « 2 cm, j)'=«0,8. 
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17) Einer Halbkugel vom Radius r sei ein Würfel 
einbeschriebeu. Wie grofs ist seine Kante, seine 
Oberfläche, sein Inhalt. 

Auflösung. Verbindet man den Mittelpunkt der 
Grundfläche mit einer Ecke der Gegenfläche, so erhalt man 
den Radius r der Halbkugel. Seine Projektion auf die 
Grundfläche ist die halbe Diagonale des Quadrates, also 

gleich ^1/9 y wenn die Würfelkante gleich x gesetzt wird. 
Das rechtwinklige Dreieck giebt 



also ist die Kante 

X 

die Oberfläche 






der Inhalt 



2 
o 

.^»^'' = r»|/J = |rB"|/|. 

Bemerkung. Ist die Kante a, oder die Oberfläche 0, 
oder der Inhalt J gegeben, so läist sich der Radius der 
Halbkugel berechnen mit Hilfe der Umkehrungsformeln 

18) Aufgabe. Aus einer Legierung vom spezi- 
fischen Gewichte jp'= 8,5 will jemand würfelförmige 

Gewichtsstücke vom Gewichte 1kg, ^^^ t^'&> q^^ 

1 a 4: o 

— kg etc. herstellen. Welche Kanten hat er zu 

wählen? 

Auflösung. Das Gewicht ist p = x^p\ also wird 

X == y —,* Soll jp = 1 kg sein, so erhält man x^ = I/-7 in 
Decimetern, das zweite Stück erhält nach Bd. I, § 207 die 
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Kante a^a = ^A^ ö^ ^^ folgende x^ = ^«l/g ^ ^A^ 2^' ^^ 



[/g ~^i|/23 



usw. 



folgende x^^x^y -^ 

Bemerkungen. Solche Gewichtsstücke wurden vor 
Einföhrung der Decimalgewichte vielfach benutzt, da man 
aus den Zahlen 1^ 2^ A, 8^ 16^ 32 » 2^^ alle ganzen Zahlen 
von 1 bis 63 = 64 — 1 =« 2* — 1, allgemein aus 1, 2, 4, 
. . ., 2" die Zahlen bis 2"+^ — 1 durch einfache Addition 
bilden kann. 

Angenommen^ man könnte von 1 aus die wiederholte 
Teilung durch 2 bis zu unendlicher Kleinheit fortsetzen, 
wie grofs würde dann das Gesamtgewicht der Körper und 
die Inhaltssumme werden? 

Auflösung. 

^ =2kg. 



l>. = l + ^ + ^ + | + ...= 



^-\ 



Die Summe aller Oberflächen würde werden: 

o.-o(i+fi;+f(ir+f(ir+-)-« 



= 



2 



-Qxl 



8 




iip-'' 



\ 2» 



"1 -n - r. 

stellt man die Korper m einer Stufenpyramide zusammen, 
so wird deren Höhe 



4^+|4+j^+f5 



h^xAi + y^ 



+ 
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I. Prismen und Cylinder. 



überall ist för ^' der Wert 8,5 einzusetzen. LaTst sich die 
Rechnung vereinfachen? 



m. Berechnungen am allgemeinen Beehteckskörper. 

19) Inhalt, Oberfläche und Kantensumme. 

a) Inhalt J^abc. (Vgl. Bd. I, § 206.) 

b) Oberfläche =^2(hc + ca + ab). 

c) Kantensumme s = 4(a + 6 + c). 

20) Diagonalen und zugehörige Winkel. 

a) Länge der Diagonale d^^^a^ + b^ + c^. (Bd. I, 
§ 205.) Radius der umbeschriebenen Kugel also 

r = ^ = ^ya^ + b^ + cK 

b) Der von jeder Diagonale 

und der Kantengruppe a bezw. 

b oder c durch Schneiden oder 

Kreuzen gebildete Winkel ist zu 

bestimmen aus 

a 
cos a = ^ , 
d 

C08^ = |, 



cos y = —. 
d 

Dabei ist 
cos^ a + cos^ ß + cos2 y = 1. 

(Vgl. Bd. I, § 205.) 

c) Die von jeder Diagonale mit den auf a), b) oder c) 

senkrechten Flächen gebildeten Winkel 9?, Xf W sind die 

Komplementwinkel der vorigen. Es ist z. B. 99 « 90^ — a 

, . a . b . c ^ 

und sm99 = -7, sva x = -T) siiiv^ = ;t> also 




sin^ q) -j- sin^ ^ -f sin^ ^ = 1. 
Dagegen ist cos cp = 



iW+~c^ 



ia^ + b^ +c^ 
cos^ q? + cos^ X + oos^ yj = 2. 



usw. und daher ist 
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21) Diagonalflächen. 

a) Die durch ein Kantenpaar a gelegte Diagonalebene 

hat den Flächeninhalt Fa = ae = a^h^ + c^, die durch 6 
gelegte Fb = bf= b^c^ + a^, die durch c gelegte Fc = cg 

= cyä^~+bK 

b) Diagonalen, die in einer durch ein Kautenpaar a 
gelegten Diagonalebene liegen, schneiden sich unter dem 
"Winkel 180^ — 2 a, oder, was dasselbe ist, unter dem Winkel 
2a, die durch b gelegten unter 2ß, die durch c gelegten 
unter 2y. 

22) Gewichtsformeln. 

a) Das Gewicht des Körpers ist p = Jp'= abcp\ 

b) Sinkt der Körper in der gezeichneten Lage bis zur 
Tiefe h ins Wasser ein, so ist sein spezifisches Gewicht 

, h abh Wasserraum /T^ i. • • ^ x ^ i. j i \ 

« «= v = — r = TT^ • (Dabei ist Ä < 6 zu denken.) 

acb Korperraum 

lY. Vermischte Übungsaufgaben über den Rechtecks- 
körper. 

23) Dachkörper oder dreiseitiges Prisma. Durch 
jede Diagonalebene wird vom Rechteckskörper ein dreiseitiges 
Prisma abgeschnitten. Der Inhalt, die Oberfläche und die 
Kantensumme des letzteren soll berechnet werden. 

Auflösung. J= — abc. Gleichgültig ist dabei, durch 

welches Kantenpaar der Schnitt gelegt wird. Wird der 
Schnitt durch ein Kantenpaar a gelegt, so wird 

0:==a(b + c + y62 + c2) + bc, 
die Kantensumme wird 

s = 3a + 2(6 + c + VftH^). 

Durch cyklische Vertauschung erhält man und 5 für die 
übrigen Diagonalschnitte. 

24) Ein gufseiserner Eechteckskörper vom spezifischen 
Gewicht j>'= 7,5 soll das Seitenverhältnis 1:2:3 haben und 
100 kg wiegen. Wie lang sind die Kanten zu wählen? 

Auflösung, abc • 7,5 = rr • 2;r • 3a; • 7,5 =« 100, dem- 
nach ist a ^ X =1/^^ = 1/'q~ "^ ^ ^^^' ^ '^ ^^' ^ *^ ^^' 



12 !• Prigmen und Oylinder. 

25) Ein Bechteckskörper balanciert auf einer der Kanten 
a, b, c stehend. Welche Neigung haben dabei die Kanten 
und Flächen gegen die horizontale Grundebene? 

Auflösung. Eine der durch die Kanten a gelegten 
Diagonalebenen mufs für den ersten Fall senkrecht stehen^ 
so^ dafs sämtliche Kanten a horizontal sind. Die Kanten b 

haben dabei eine Neigung ß, die sich aus sin ß = -== 

bestimmt. Für die Kanten c bestimmt sich die Neigung aus 
sin y =* —=== . Die Neigung der aus a und b gebildeten 

Ebene ist gleich ß, die der aus a und c gebildeten gleich y, 
die der aus b und c gebildeten gleich 90^. 

26) Soll ein Rechteckskörper auf einer seiner Ecken 
stehend balancieren, so müssen die Kanten und Flächen 
welche Neigung haben? 

Auflösung. Eine der Diagonalen d des Körpers mufs 
senkrecht stehen. Die Kanten a schneiden oder kreuzen 
diese unter dem Winkel, der sich aus 

a a 

cos a =* ^ == 



bestimmt. Die Kanten a haben also (gegen die Grundfläche) 
die Neigung a^ = 90® — a, die sich aus 



a a 

sm ai = -^ = 



^ d ya^ + 62 ^ c2 

bestimmt. Für die Kanten b handelt es sich um sin 8^ =» -^, 

för die Kanten c um sin y = -^ . Die beiden auf den Kanten 

d 

a normalen Flächen haben die Neigung a, die der beiden 

anderen Flächenpaare bestimmen sich aus cos ß ^=-^ Qiid 

c 
cos y^'-j* I^ie drei durch die senkrecht stehende Diagonale 

gelegten Diagonalebenen stehen senkrecht. 

Bemerkung. Ebenso werden die Neigungen berechnet, 
wenn der Körper an einem Faden hängt, der in einer der 
Ecken befestigt ist. Ist der Faden an sonstigen Stellen der 
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KaDten oder Flächen befestigt, so lassen sich die Neigungen 
ebenfalls berechnen, denn der Mittelpunkt ist der Schwer- 
punkt. 

27) Ein Rechteckskörper habe das Seitenverhältnis 
1:3:5. Die Mafszahl seiner Oberfläche stimme mit der 
des Inhalts überein. Wie lang sind seine Kanten? 

Auflösung. = 2(x » Sx + 3x »bx + bX'X) = A6x^; 
J=^ X • 3x ' bx=== Ibx^. Aus Ibx^ = A6x^ folgt 



X = 



46 



a, 



6 = 



46 



c = 



46 



15 "' " 5 ' ^ 3 
Der Mafsstab ist gleichgültig, 

28) Die nachstehende Aufgabe erfordert die Lösung 
folgender Hilfsaufgabe: 

Von der Ecke A eines 
Rechteckskörpers werden auf 
den anstofsenden Flächen (ab) 
und (bc) Gerade gezogen, die 
gegen a und c die Neigungen 
a und y haben. Welchen Winkel 
f schliefsen diese Linien ein? 75 

Auflösung. Man mache 
auf den beiden Geraden ABj^ 
= 1 und -4 (7i = 1 und pro- 
jiziere JBi T^^^^ -B2 ^^^ ^1 ^^^1^ 
Cg, dann ist AB^^ cos y und 
-4 02 = cos a, also ^ 

B^ Cl = cos^ a + cos* y. 

Femer ist B^B^ = sin y, Cg C^ = sin a, also, wenn 
JB^Di II -Bg Cg gezogen wird, 

DjL Cl = sin a — sin y. 
Demnach bestimmt sich B^G^ = s aus 




2 



^2 



oder 



s^ - C,D\ + B,D\ = ((72 Cl - B^B.f + B, C, 



2 



oder 



«2 = (sin a — sin yf + cos^ a + cos^ y 

= (sin2 a + cos2 d) + (sin^ y + cos^ y) — 2 sin a sin y 



s^ == 2(1 — sin a sin y). 



14 
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Zugleich ist nach dem Cosinus-Satze 

s2 = 12 + 12 __ 2 . 1 . 1 . cosf = 2(1 — cosf). 

Da die linken Seiten der beiden letzten Gleichungen überein- 
stimmen^ gilt dasselbe von den rechten Seiten^ und daraus 
folgt 

cos f = sin a sin y. 

Dieser Weg ist im Hinblick auf eine spätere Aufgabe ein- 
geschlagen. Man kann auch so verfahren, dais man £(7 
zieht und dessen Projektion auf die Grundfläche zur Hilfe 
nimmt. 

29) Unter welchem Winkel schneiden sich zwei 
Diogonalebenen eines Rechteckskörpers, die durch 

ein Kantenpaar a und ein 
Kantenpaar c bestimmt sind? 
Auflösung. Die Ebenen 
schneiden sich in einer der Dia- 
gonalen des Körpers, aufserdem 
geben sie auf den Aufsenflächen 
Schnitte d^ und d^. Von der 
freien Ecke IK. aus föUe man auf 
die letzteren Lote, dann stehen 
diese senkrecht auf den Diagonal- 
flächen. Die letzteren schneiden 
sich unter demselben Winkel 
(bezw. Supplementwinkel) wie 
die Lote. Die Lote bilden aber 
mit den oberen Horizontalkanten 
Winkel a^ und y^^ die sich aus 

sin a^=~ und sin y^=^^ bestimmen lassen. Der von den 
d^ % 

Loten eingeschlossene Winkel ist also (nach voriger Ab- 
leitung) zu bestimmen aus 




Fig. 6. 



a 



cos f = sin Og • sin y^ = 



oder 



a 



c 
d^ 



cos I = 



ac 



y(P+ä2)(62 + c2) 

Für die andern Fälle sind die Formeln durch cyklische Ver- 
tauschung zu bilden. 



Vermischte Übangsaufgaben über den RechteckskOrper. 15 

30) Wie grofs ist bei dem Rechteckskörper die kürzeste 
Entfernung zwischen einer Kante a und einer sie kreuzenden 
Diagonale? 

Auflösung. Es handle sich bei Figur 5 um die obere 
Kante a der Vorderfläche und um die gezeichnete Körper- 
diagonale. Die kürzeste Entfernung beider ist gleich dem 
von K aus auf die Gerade d^ gefällten Lote l. Aus Id^^ = ic 

I)C 1)C 

folgt Z = — = —== . (Legt man durch den Fufspunkt 

des Lotes eine Parallele zu a, so schneidet diese die Dia- 
gonale d in einem Punkte, durch den man die Parallele zum 
Lote zu legen hat, um das gemeinschaftliche Lot zu a mid 
d zu finden.) 

31) Ein überall gleich starker Steintrog (Wandstärke 
gleich d), der oben offen ist, habe äufserlich (und auch inner- 
lich) die Gestalt eines Rechteckskörpers. Sein spezifisches 
Gewicht sei p\ Sein Gewicht ist zu bestimmen. Für den 
besonderen Fall, dafs a = 80 cm, 6 = 50 cm, ä = 30 cm, 
d== 5 cm und jp'= 2 ist, soll untersucht werden, ob er auf 
dem Wasser schwimmt und wie tief er gegebenen Falls ein- 
sinkt. 

Auflösung. 
Gewicht^=(afeA— %6iÄi)j9'=[a&Ä— -(a— 2d)(6— 2d)(Ä— d)]2>'. 
Im Beispiele ist j) = [80 • 50 • 30 — 70 • 40 • 25] 2 gr 
= 100 000 gr. Bei vollständigem Eintauchen würde die ver- 
drängte Wassermasse 120 000 gr wiegen. Die Tiefe t des 

Einsinkens ergiebt sich aus t * a •!) > 1 '^p als t = -pr^ — zrr 

° -^ 80 • 50 

= 25 cm. Auch ein einfacher Regel-de-tri-Ansatz ergiebt 

100 000 ,__5 
120000 6 

Bemerkung. Fragt man im Beispiele nach der Dicke 
des Troges, bei der die Schwimmfähigkeit aufhört, so ist 
folgender Ansatz zu machen: 

[80 . 50 . 30 — (80 — 2a;)(50 — 2;r)(30— ;r)]2 =- 80.50-30. 

Dies fuhrt auf die Gleichung dritten Grades 

x^ — 9bx^ + 29bOx — 15 000 = 0. 

Solche sollen jedoch an dieser Stelle noch nicht aufgelöst werden. 
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32) In einer rechteckigen Ecke ziehe man vom 
Eckpunkte A aus ins Innere zwei beliebige Gerade 
AG und AG^. Es soll untersucht werden^ welchen 
Winkel { beide einschliefsen^ wenn AG mit den 
Kanten a und h die Winkel a und ß, AG^^ dagegen 
die Winkel a^ und ß^ bildet. 

1. Auflösung. Nach Bd. I, § 205, Gl. 3) gelten für 
die dritten Winkel die Gleichungen 



cos y = Vi — cos^ a — cos^^ 

1) \ — 

cos yi = yi — cos^ y^ — cos^ ß^. 

Man mache AG = 1 und A^G^=^\, Man betrachte nach 
Fig. 3 J.G^ als Diagonale eines Eechteckskörpers, dann sind 
dessen Kanten a = cos a, 6 = cos /8, c = cos y. Die Pro- 
jektion A C der Diagonale ist AG ^ sin ß, der Winkel 

CAB = d bestimmt sich aus cos d = -t-t? = — — ;r oder aus 

sm o = 



sin ß ' 
Dieselbe Betrachtung mache man mit AG, wobei nur 

%> ^i; ^if «i> ßif Vi) \y ^if ^1 ^^ Stelle der vorigen 
Buchstaben treten. 

Die Horizontalen A C und A C^ schliefsen einen Winkel 

€ =^ d — ^1 ein, CC^ = s' berechnet sich also aus 

s"^ = AC^ + ACl — 2AC * AG^QOse 
== sin^ ß + sin2 ß^ — 2 sin ß sin ß^ cos e. 

Femer ist GG^^ s zu berechnen aus 

S2 _ ((T^ßt^ _ CGf + 5'2 =. (cos/8i — COS/5)2 + S'2 

= cos2 ^ + cos2 ß^ — 2 COS )8 cos ß^ + sin2 ^ + sin« ß^ 

— 2 sin ^ sin ß^ cos e 
oder 

s« = 2 — 2(cos ß cos ^1 + sin ß sin /S^ cos c). 

Zugleich ist 

s2_12^,i2_2 . 1 . 1 . cosf =-2 — 2cosf, 

also folgt aus der Gleichheit der rechten Seiten 

cos f = cos ß cos /?! + sin ß sin ß^ cos e 

= cos ß cos /SjL + sin )8 sin ß^ [cos ^ cos ^^ + sin d sin ^^j. 
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cos OL 

Einsetzung der Werte cos d = -; — ^ usw. giebt schliefslich 

2) cos f « cos a cos % + cos ß cos ß^^ + <50S y cos y^, 

wo cos y und cos ^j^ aus 1) bekannt sind. 

2. Auflosung. Man falle von G aus Lote a, b, c auf 
die Seitenflächen der Ecke, von G^^ Lote %, ft^, q und 
suche zu zeigen, dafs GG^ sich als Diagonale eines Redit- 
eckskörpers bestimmt aus 

GGl - (a — a^f+^ — \f+ {c — c^f 

== (a* + 6* + c*) + (a? + 6? + cl) — 2(a% + 66^ + cc^) 
= 1 + 1 — 2{aa^ + b\ + ccj). 

Zugleich ist 

6?G^J = 2 — 2co8|, 
daraus folgt 

cos I = a«! +^^1 + ^^1' 

Setzt man hier die Werte aus der vorigen Betrachtung ein, 
so folgt 

cos f «= cos a cos a^ + cos ß cos /ff^ + cos y cos y^. 

Diese Formel ist eine der wichtigsten der Raum- 
geometrie. Sie gilt fiir alle Richtungen, also auch für Ge- 
rade, die aus der Ecke heraustreten, d. h. in anderen 
Oktanten des Raumes liegen. Stehen die Geraden AG und 
ÄG^^ auf einander senkrecht, so wird cos | = 0. Umgekehrt 
findet das Entsprechende statt. 

33) In eine Kugel vom Radius r soll eine qua- 
dratische Säule einbeschrieben werden, deren Ober- 
fläche gegeben ist. 

Auflösung. Die Körperdiagonale (i = 2r, die Dia- 
gonale x^2 der Grundfläche und die Höhe y geben die 
Pythagoreische Gleichung 

1) 2x^ + y^^ 4:rK 
Die Oberflächengleichung wird 

2) 2x^ + 4xy = 0. 

Einsetzung des Wertes von y aus Gleichung 1) giebt hier 

Holzmüller, Stereometrie. IL 2 
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2x^ + Ax^r^ — 2x^ = 0. 

Bringt man 2x^ auf die rechte Seite und quadriert man 
dann beiderseits, so entsteht für (x^) eine Gleichung zweiten 
Grades^ deren Lösung ist 

3. ^ + 16r2 + y256r^ + 32 Or^ — 8 0^ 

) X — . 

Damit der Ausdruck nicht imaginär werde, darf den aus 

256r* + 32 Or^ — 8 0« == 

folgenden Wert nicht übersteigen. Dieser Höchstwert ist 
Om = 8r2. Wird dieser eingesetzt, so fallt die Klammer 
weg, und man erhält die Kante der der Kugel einbeschrie- 
benen quadratischen Säule gröfster Oberfläche aus 

"^ 18 18 3^ 

als 

a; = 2r|/|. 
Daraus folgt aber nach 1) 



-2.y|. 



Demnach hat der einbeschriebene Würfel unter allen ein- 
beschriebenen quadratischen Säulen die gröfste Oberfläche. 
Liegt zwischen 8r^ und 0, so ist nicht nur Glei- 
chung 3), sondern auch die daraus und aus 1) folgende 

20r2 — T y256r* + 32 Or'^ — 8 0^ 



2 



r =- 



9 



zu untersuchen. Eine Lösung ist dann stets möglich, die* 
jenige, in der der Ausdruck för y das positive Wurzelzeichen 
Ixat. Soll noch eine zweite möglich sein, so darf der Aus- 
druck mit dem negativen Zeichen nicht negativ werden. 
Diese Bedingung ist erfiillt, sobald > 4r2, aber unter dem 
Höchstwerte ist. Im Grenzfalle hat y den Wert Null, x den 

Wert r'}l2 und bedeutet die Oberfläche einer Doppel- 
platte. Ist dagegen x = 0, so ist der Körper von der Höhe 
2r, aber von der Gestalt einer geraden Linie, d. h. von der 
Oberfläche Null. Folglich: 
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Ist 4r2 > > 0, so ist eine Losung möglich^ bei der 
in 3) das untere Wurzelzeichen zu wählen ist. 

Ist 8r2 > > Ar^, so sind zwei Losungen möglich. 

Die Grenzfalle sind bereits behandelt. — Man erhält 
dasselbe Resultat , wenn man untersucht^ was aus den Glei- 
chungen 1) und 2) wird, wenn man erst x = 0, dann y =^0 
setzt. Das eine giebt y = 2r und = 0, das andere giebt 

X = ry2 und = 4r^. 

34) In eine Kugel vom Radius r einen Recht- 
eckskörper einzutragen, dessen Kanten sich ver- 
halten wie 1:2:3. 

Auflösung. Die Körperdiagonale d='2r giebt mit 
der Kante is und der Diagonale der Fläche {xy) ein recht- 
winkliges Dreieck, so dafs 

d2 _ 4^2 = a;2 + (2x)^ + {3xy = 14^:2 
wird. Demnach ist 



'2 
x==r\/ 




, 2/ = 2rj/|, ^ = 3rj/|. 



35) In eine Kugel vom Radius r einen Recht- 
eckskörper einzutragen, dessen Flächen sich ver- 
halten wie 1:2:3. 

Auflösung. Die Proportion yg : jsx : xy =^ 1 : 2 : 3 
giebt die Gleichungen 

0x = 2y0 oder 1) x =^2y 

^y = ^y^ oder 2) X = 3^. 
Die dritte Gleichung ist wieder 
3) x^ + y^ + 0^ = ArK 

Diese verwandelt sich in 

-7»2 -7*2 

x^ + - + - = 4rK 

Daraus folgt 

12 6 4 

36) In eine Kugel mit Radius r eine quadra- 
tische Säule einzutragen, deren Kantensumme s ge- 
geben ist. 

2* 
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Auflösung. 

1) 8a; + 4y*-» 

2) x^ + x^ +y^^ 4r\ 

Letztere Gleichung verwandelt sich mit Hilfe der ersteren in 



2x^ + (■ 



^ =^V=, 4r. 



4 / 
Aus dieser folgt 

sy2±yi92r» — 5» 

O ) X «■■ = • 

12y2 

Damit unter der Wurzel nicht Negatives stehe, darf s 

höchstens gleich ryi92 = 8r]^ werden. Hat es diesen 
Höchstwert, so wird 

s^ ryi92 2r 



X == 



i2y2 12 yä* 



Dabei erhalt y ebenfalls den Wert ^[/^^ so dafs es sich 

um den einbeschriebenen Würfel handelt, der also die gröfste 
Kantenßumme besitzt 

Soll y gleich Null werden, so gehen die Gleichungen 
über in 

8x=== s und X == ry2 , 

und daraus folgt 8r^, d. h. der doppelte Umfang des 
gröfsten dem Haup&reise einbeschriebenen Quadrates. 

Soll X gleich Null werden, so verwandeln sich die 
Gleichungen in 

4y = 5 und y^ = Ar^ oder y = 2r . 

Daraus folgt 5 = 8r. Dieses ist der kleinste mögliche Wert, 
den man s geben darf. 

Liegt s zwischen 8r und 8ry2, so ist eine Lösung 
möglich, und bei dieser ist in 3) das negative Wurzelzeichen 

zu nehmen. Li^t s zwischen 8ry2 und 8^/3, so sind 
zwei Lösungen möglich. 

Bemerkung. Die Aufgabe, in eine Kugel von Radius r 
eine quackutische Säule einzutragen, die einen gegebenen 
Inhalt hat, fuhrt auf die Gleichungen 
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x^y=^J und 2x^ -{- y^ =^ 4tr^ . 
Die letztere geht mit Hilfe der ersteren über in 

2a?2 + — i = 4r2 , oder in x^ — 2r^x*^ + — « 0, 

X u 

die in Bezug auf x"^ vom dritten Grade ist. 

37) Von einem Rechteckskörper sind gegeben die 
Oberfläche und der Radius der umbeschriebenen 
Kugel. Wie grofs ist die Kantensumme? 

Auflösung. Aus 

x^ + y^ + z^ ^ Ar^ 
und 

2{xy + yz -{- zx)=- 

folgt durch Addition 

(x + y-\'ZY^O + Ar^y 
also 

s=^A:(X'\-y + z) oder « — 4/0 + 41*2. 
Bemerkung. Entsprechende Aufgaben folgen aus 

und aus 



.ygrö.iy^rzrxeö. 



Sind also zwei von den Gröfsen 0, s und r gegeben, so ist 
die dritte bestimmt. Diese Beziehung föhrt bei gewissen 
Aufgaben auf einfache Wege zur Lösung, z. B. bei den 
folgenden. 

38) Von einem Rechteckskörper sind gegeben 
Oy r und die Seite a. Wie grofs sind die beiden 
andern Seiten? 

Auflösung. Aus den Gleichungen 

1) 2{ay + yz + za)^ 
imd 

2) a^+y^ + z^^ 4r2 

folgt nach vorstehender Entwickelung durch Addition und 
Wurzelaußziehung 
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a + y + z^ yO + 4r2, 
80 dafs 

I) y + z^^O + Ar^ — a^Ä. 

Aus 1) folgt femer 

y^ = -g- — «(» + ^) 

oder 

n) y^ = -| _ a[yo + 4r2 _ a] = JB. 

Aus (y + ^)^ = -^^ ii^d 4y;8f = AB folgt durch Subtraktion 
und Wurzelausziehimg 

m) y — ;^ = y^2_42?. 

Aus I) und rH) folgt durch Addition und Subtraktion 



u 

Die Einsetzung der Werte von Ä und B und die De- 
termination (Untersuchung über die Zahl der Lösungen) sei 
dem Leser überlassen. 

39) Bemerkung. Bekanntlich ist 

{x + y + zY=^x^ + y^+z^ + 3x^y + ix^z + iy^x + 3y^z 

+ 3z^x + 3z^y + 6xyz, 
oder 

(^+y+^Y'='{^^+y^+^^)+3[xy+y0+zx][x+y+z] — 3xyz. 
Für den Rechteckskörper folgt daraus 



x^ 



+ ^* + -' = (j)-3|j + 3^, 



oder, wenn man die Summe der dritten Potenzen der Kanten 
mit ^3 bezeichnet, 



_(£)•_ |0, + 3 J. 



Sind drei von diesen Gröfsen gegeben, so lafst sich die 
dritte bestunmen. Aufgaben also, bei denen Sg, und J 
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gegeben sind, lassen sich auf solche zurückfahren, in denen 
Sf Of J gegeben sind. Die Berechnung von x, y und z 
macht dabei die Auflösung von Gleichungen dritten Grades 
nötig, auf die hier aber noch nicht eingegangen werden soll. 
Dasselbe gilt von Aufgaben, bei denen drei von den Grölsen 

^3^ 0, J, r gegeben sind, denn dann ist s = '^0 -\- Ar^ zu 
benutzen. 

40) In eine Halbkugel vom Radius r soll eine 
quadratische Säule von gegebener Kantensumme 
s eingetragen werden. 

Auflösung. Zunächst ist S^r + 4y = s. Die Diagonale 



yi 



xy -^ der Grundfläche, die Höhe y und der Radius r der 

Halbkugel geben femer — -{- y^ =^r^. Setzt man hier den 

s 
aus der ersten Gleichung folgenden Wert y = -. 2x ein, 

2 2 / s^\ 

so folgt x^ — —xs = — lr^ — — j , so dafs die Grundkante 

wird 

s 



X == 



+ ]/l8r2 — 1-S2 s± j]/288r2 — 2s2 



9 



woraus y leicht zu berechnen ist. 

Die Determination der Aufgabe geschieht wie bei Nr. 36 
und soU dem Leser überlassen bleiben. Auch und J 
lassen sich aus s imd r berechnen und dabei kann unter- 
sucht werden, welche der quadratischen Saiden die gröfste 
Kantensumme, oder die gröfste Oberfläche, oder den gröfsten 
Inhalt hat. Auch ümkehrungsaufgaben sind möglich. 

Bemerkung. Verwandte Aufgaben sind folgende: 

In eine Halbkugel vom Radius r eine quadratische 
Säule von gegebener Oberfläche einzubeschreiben. 

(Bei gegebenem Inhalt erhält man eine Gleichung dritten 
Grades.) 

In eine Halbkugel vom Radius r einen Rechteckskörper 

einzutragen, bei dem iP : y : jS? = n^ : ^2 • % ^^^' Auch fiir 
drei aneinanderstofsende Flächen kann das Verhältnis 
Fl : F^ : Fq =ni :n2 in^ gegeben sein. 
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B. Prismen mit regelmässigem Normalschnitt. 

I. Berechnungen an senkrechten Prismen mit regel- 
mässiger Grundfläche. 

41) Vorbemerkungen. Ist die Grundfläche ein re^el- 
mäfsiges n-Kok mit Seite a, so ist der Radius des In- 
kreises 

a a a 



Ö = 



2tan— 2tan 2tan — 

2 n n 

der Radius des Umkreises ist 

a a a 



f 



r = 



. . a ^ . 1800 . n 

2sm— 2sm 2sm — 

2 n n 



Geometrisch ist r^ :== n^ + -r-. Für die Falle der Kreis- 

4 

teilung lassen sich die goniometrischen Ausdrücke durch 

algebraische ersetzen. Man kann z. B. von folgenden Formeln 

ausgehen: 



sin 45^ == cos 45® 



-n- 



sin 60» = C03 30» = ^ VF , 
sm 30» « cos 60® =. ^ , 



sin 36» =. cos 540 "^ '^ 



4 



sin 540 -> cos 360 



8 ' 



sin 72» - cos 18» - •/ ^ + ^^ 



i 



sin 18» = cos 72« =- 



8 ' 
Vö — 1 



1 
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Von diesen werden die vier letztgenannten mit Klfe der 
stetigen Teilung am 10-Eck und 5 -Eck berechnet. Aus 
ihnen folgen die Tangentenformek: 

tan45o = l, tan60« = y3, 



tan 30« 



«l/|, tan36o=|/5-2/5, 

tan54o=.|/^±M, tanl8o=|/^^, 

tan72o = )/5 + 2]/5. 

Will man geometrisch zum halben Winkel ^ also zum 
Vieleck mit doppelter Seitenzahl übergehen^ so erhält man 

rur dieses ,' =|/^. WiU man mit den Umßngen « 

und u' rechnen, so findet man w'= — r, wobd derselbe 

Q 
umbeschriebene Kreis für beide Vielecke vorausgesetzt wird. 

Diese Formehl vereinfachen sich für r = 1. Ln praktischen 

Leben wird man auf solche Berechnungen verzichten und die 

goniometrischen Tafeln anwenden. 

42) Der Inhalt des regelmäfsigen Prismas von 
n Seiten ist: 

2 ^ ,^ n 2 n 2 n 

4tan — 
n 

Für die Fälle n=^3, 4, b, 6, 8, 10 erhält man nach den 
obigen Formeln: 
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43) Die Oberfläche eines solchen Prismas ist: 



0H=2G^+naÄ= 



na 



2 



2tan 



n 



■j-naÄ=na 



a 



2 tan 



n 
n 



fÄ 



= na(^ + Ä). 



1/3 + 3Ä 



In den besonderen Fällen wird in algebraischer Schreibweise 

04 =2a[a + 2Ä], 

05 = y/5(5 + 2y5) + 5aÄ, 

Og =-3a[ay3 + 2Ä], 

Og = 4a[a(l + y2) + 2Ä], 

Oio — 5a2}^5 + 2y5 + lOaA. 

Die Kantensumme ist 

s = w(2a + Ä). 

44) Der Badius R der umbeschriebenen Kugel 
wird gefunden^ indem man den Mittelpunkt des Korpers 
mit einer seiner Ecken verbindet und die Verbindungslinie 

der entsprechenden Grundfläche pythagoreisch berechnet. 
Dies giebt 



aus der halben Achse 



und dem Radius r des Umkreises 



ü-yr^ + j-^^r^ + h'- 



Einsetzung des Wertes r, = 



a 



2sm — 
n 



giebt endlich 



1/ sm2— 
f n 



+ hK 



In den obengenannten Fällen wird 
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--^lS^^=^y¥(^^^^+-> 






oder 






45) Die Neigung benachbarter Seitenflächen 
gegeneinander ist bestimmt durch 



180« — a = 1800 — ^^ == 180o| 1 



nl 



46) Ist Ä= 2^, so besitzt das regelmäfsige Prisma auch 
eine einbeschriebene Kugel mit dem bereits berechneten 
Kadius ^, der mit dem des In-Kreises för die Grundflache 
übereinstimmt. 

Ist n > 3, so lassen sich von jeder Ecke aus {n — 3) 
Diagonalen durch das Innere des Körpers legen. Ist n 
eine gerade Zahl^ so geht eine dieser Diagonalen^ die Haupt- 
diagonale, durch den Mittelpunkt des Körpers. Ihre Länge 
istd=2iJ. 

II. Übungsaufgaben über Prismen von regelmässiger 

Grundfläche. 

47) Aus einer Legierung vom spezifischen Ge- 
wichte p' soll ein Gewichtssatz hergestellt werden, 
dessen Stücke die Form sechsseitiger regelmäfsiger 
Prismen mit quadratischen Seitenflächen haben. 
Welche Kantenlängen sind zu wählen? (Vgl. Nr. 18.) 
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Auflösung. Der Inhalt eines solchen Prismas von der 

X^ f— 3 r- 

Kante x ist Gh=^6—i^x = ^x^i^. das Grewicht ist 
3 4 ' 2 ' 

JP =* 9 ^*y3 • j)', für das Gewicht p ergiebt sich also als 
Kante x^ V — 'r~r ^'^ Kilogrammstück z. B. erhält die 

Kante x^\ — = — in Decimetem. Um z. B. die Stücke 
r 3l/3i)' 

für ^, —,—,—.. . Kilogramm zu erhalten, hat man 

X mit \ n9 \ Jf l/ö^ I/th ^^ multiplizieren. Einfacher 

multipliziert man jede Kante mit 1/— , um die des nächsten 
Stücks zu erhalten. ^ 

Man führe die Eechnung für den Fall p' durch und 

gebe die Mafse in Millimetern (bis zu — r Millimeter) an. 

48) Bemerkungen. Soll es sich um das regelmä&ige 
9^-Eck handeln, und soll die Höhe der Gewichtsstücke das 
m-fache der Grundkante sein, so wird 

^ XQ XX nmx^ nmx^ , 
J =^n-^ mx == w — mx = , p « p , 

2 tan — 4 tan — 4 tan — 

n n n 

also 

8 



x=^ 



4 2? tan — 
n 

nmp' ' 



die Höhe das m-fache davon. — 

Angenommen , man könnte die Beihe dieser Gewichte 
bis zu unendlicher Kleinheit fortsetzen, wie hoch würde die 
aus den aufeinanderfolgenden Stücken aufzubauende Stufen- 
pyramide werden? 

Auflösung. 

]/2 ^ (w m 



^''"'{^'^^i'^Jkr^M?'^'")''' 



-n 
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Das Gesamtgewicht würde werden: 



1 — 



Die Summe der Körper-Inhalte würde sein: 

«/i-J'(i + | + P + ^ + ...)-2j: 

Die Samme aller Oberflächen würde sein: 



0, = 0/l + -l+ ^ 



2» 



(2!) 



2 



+ ...1-0 



-]ß 



= na;2 



2 tan — 
n 



+ m 




4 



Die Summe aller Kanten würde sein: 

1 



-i- 



-+— 



) 



+ ... =-5 



-n 



^nx{2+m) 



-W 



49) Gegeben sei ein regelmäfsiges n-seitig^s 
Prisma mit den Kanten a und h (Höhe); wie grofs 
mufs die Kante eines Würfels genommen werden, 
der denselben Inhalt haben soll? 

Auflösung. 

:.» = J'=±f!*- föhrt auf ^ =-' /"^^^ 



4 tan 



7t 

n 




4 tan 



7t 

n 



Man bUde die Formel far die besonderen Fälle n «= 3, 4, 
5, 6, 8, 10. 

Bemerkungen. Sollen die Oberflächen beider Körper 
gleich sein, so hat man zu setzen: 

6x^ = = na[Q -f ä] =« na + Ä 



2 tan 



TT 

n 
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Sollen die Kantensummen beider Körper gleich sein, so hat 
man zu setzen: 

12:r =- 5 == n(2a + h) . 

Verwandt sind folgende Aufgaben: 

50) Gegeben sei ein regelmälsiges w-seitiges Prisma mit 
der Grundkante a und der Höhe Ä. Wie grofs müssen die 
Kanten eines E^chteckskörpers vom Kantenverhältnis lim^im2 
genommen werden, wenn die Inhalte beider übereinstimmen 
sollen? 

Auflösung. 

X • rn^x • m^x = j = , also x = 




4 tan— / 4mi m« tan— 

n } ^ ^ n 

Sollen die Oberflächen übereinstimmen, so erhält man: 
2[xm^x + fn^xm2X + m^xx] = 2x'^\ni^ + ^2 + ^^2] 

= = na 1- 

4tan — 
n 

woraus x leicht zu bestimmen ist. 

Sollen die Kantensummen überemstimmen, so wird 

Ax[l + m^ + ^2] = s == n{2a + h) . 

Umgekehrt kann der Eechteckskörper gegeben sein, 
während die Kanten oder sonstige Elemente des Prismas 
gesucht werden. 

51) Einer Kugel mit Radius q ist ein dreiseitiges 
regelmäfsiges Prisma umbeschrieben, ein ähnliches 
einbeschrieben. Die Kanten, Kantensummen, Ober- 
flächen, Inhalte beider Prismen sind zu berechnen. 
Auch für die Differenzen der Kantensummen, Ober- 
flächen und Inhalte sollen einfache Formeln auf- 
gestellt werden. 

Auflösung. Die Grundkante a des gröfseren Prismas 
ist Seite eines gleichseitigen Dreiecks von der Höhe h = 3q, 
so dafs 

a = 2Ä|/|=6el/^ = 2ey3 
ist. Die Körperhöhe ist 
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6 = 2^. 
Die Kantensimune ist 

s = 6a + 36 = ^(12y3 + 6) = 6^(2/3 + 1), 

die Oberfläche: 

O^a Jyä + 3& «=18^2^3, 

der Inhalt: 

Um die Elemente des zweiten Prismas hieraus leicht 
abzuleiten, bestimme man den Badius der umbeschriebenen 
Kugel des ersten. Er ergiebt sich aus 



r2 = ^2 + 



(1^)'= ^2 + (2^)2 _ 5^2 



als r = ^y5. Weü nun der Badius der umbeschriebenen 
Kugel gleich q ist, verhalten sich die Dimensionen homologer 

Geraden beider Körper wie Vö : 1, homologe Flächen wie 5:1, 

die Inhalte wie yp : 1 oder wie 5)^5 : 1 . Für das zweite 
Prisma ist also 



Si = 6e(2# + l)j/i-, 

Der Unterschied der Kantensunmaen beider Prismen ist: 
der Unterschied der Oberflächen: 
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4 72 

der Unterschied der Inhalte: 

A = 6e8y3(i - ij^) - 6e»y3(i -yö;öö8). 

52) Umkehrungsaufgaben. 

Einer Kugel sei ein dreiseitiges regelmäisiges Prisma 
umbeschrieben, ein ähnliches einbeschrieben. Die Differenz 
der Kantensmnme sei d. Wie grofs ist der Badius der Kugel? 

Auflösung. 

d 



6ö(2y3+l)(l-j/|) 



Dieselbe Aufgabe, nur soll der Unterschied D der Ober- 
flächen gegeben sein. 

Auflösung. 



r 14,4 ys 



Dieselbe Aufgabe, nur soll der Unterschied A der In- 
halte gegeben sein. 

Auflösung. 



f 6/3(1— ypös) 



008) 

Eine dieser drei Differenzen sei gegeben, die beiden 
andern sollen aus ihr berechnet werden. 

(Man bestimme zunächst q imd wende dann die obigen 
Gleichungen an.) 

53) Bemerkungen. Für das sechsseitige Prisma 
erhält die Hauptau%ibe folgende Lösungen: 

a==2^l/g, ai = 2^T/y, 



6 = 2^, 



'x = 2^j/|, 
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s = 12e [l + 2^1] , «, = 12e^^, 



'f,- 



0=12e«y3, 



o.=.fe»y3, 



J,- 



36 g» 

7fl' 



Für das n-seitige Prisma ergiebt sich entsprechend: 



jt 



a = 2ptan — , 
n 



s=» 2nQ 



7t 

l + tan- 

wj 



^ = ^1/1 + 



cos«- cos-»^ 



1 + cos*—. 



7t 



0« öwo^tan — , 

J'» 2»p^tan — . 

Um die entsprechenden Werte für das andere Prisma zu 
erhalten^ hat man a, b, s mit 

1 



oder mit 



1/ COS* — 



COS 



71 



1/ 



1 + cos* — 
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8 
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L PrinMn und Oylinder. 



zu multiplirieren, mit der zweiten, J mit der dritten 
Potenz dieses Ausdmcks. Man eriialt 



sm 



«1 =* 2^ 



n 



f 



1 + cos* 



n 



b,^2Q 



n 

cos — 

n 



/ 



1 + cos* — 



5i = 2nQ 



sm — h cos — 
n n 



y 



1 + cos* — 
n 



Ol = ßflQ 



7t 77 

Sin — cos — 
^_n n_3^^, 

1 + cos* - 
n 



sm 



2jr 
n 



1 + cos* — 
n 



TT 



eTi « 2n^* tan — 



7t 

cos^ — 
n 



( 



1 + cos^ 



7r\ 
n/ 



2^* 
B 



54) Aufgabe. In eine Kugel vom Radius r soll 
ein n-seitiges regelmäfsiges Prisma einbeschrieben 
werden, dessen Höhe das m-fache der Grundkante ist, 

Auflösung, r =- ri + ^, wo n der Radius des der 

Grundfläche umbeschriebenen Kreises, h = mx die Höhe ist. 
Daraus folgt: 



r* = 



X 



2sm — 



* m^x^ 

l A 



a?* 



sm* — 
n 



+ W2 



Die Grundkante wird also 
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2r 



X 




m* + 



n 



h ist das m^fache davon^ s, 0, J usw. sind daraus leicht 
zu berechnen. 

55) In eine Halbkugel vom Radius r ein regel- 
xnäfsiges sechsseitiges Prisma von gegebener Kanten- 
summe s einzutragen. 

Auflösung. Verbindet man den Mittelpunkt der 
Grundfläche mit einer Ecke der Gegenfläche^ so erhält man 
den Badius. Seine Projektion x auf die Grundfläche und 
die zugehörige Seitenkante y geben ein rechtwinkliges Dreieck. 
Die Grundkanten sind ebenfalls von der Länge x. Man 
erhalt also die Gleichungen: 

1) x^ + y^^r^, 

2) 12x + 6y^s. 

Setzt man den Wert von y aus 2) in 1) ein, so ergiebt sich: 

2 «2 

bx^ — ^sx=^r^ — —, 

so dafs man erhält: 

2s + yi80r2 — g2 

3) ^- 3Ö • 

Soll die Lösung möglich sein, so darf s hödbstens den Wert 
s =» r/ISÖ =« 6ry5 annehmen. Li diesem Grenzfalle wird 

2s 8 6/-y5 2r 



X = 



30 15 15 yö' 



S 9_^ ^^-_^-.^ 

^""6~6~15~3Ö""y5* 

Die gröfste Kantensumme hat also dasjenige unter diesen 
Prismen, dessen Grundkante doppelt so grofs ist, als die 

T 

Höhe. Der Ausdruck —= ist die mittlere Proportionale 

r Vö 

zwischen r und — , kann also leicht konstruiert werden. 

^ 8« 
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Für den Grenzwert a? =- gehen die Geichungen 1) 

und 2) über in y^ ^ r^ oder y = r und y = — , so dafs 

s = 6r wird. Für y = ergiebt sich ebenso x = r und 

x = —^ also s = 12r. 

FolgUch: 

Liegt s zwischen 6r und 12r, so ist stets eine Liosung 
möglich^ för die in Gleichung 3) das untere Wurzelzeichen 

gilt. Liegt s zwischen 12r und ßr^b, so sind stets zwei 
Lösungen möglich. Für den Grenzftdl s = 6r wird das 
Prisma zur (sechsmal zu denkenden) geraden Liaie r, für 
den Grenzfall 12 r ist die Höhe gleich Null, das Prisma 
wird also zum doppelt zu denkenden Sechseck. 

56) In eine Halbkugel vom Kadius r ein regel- 
mäfsiges sechsseitiges Prisma einzutragen, dessen 
Oberfläche einen gegebenen Wert hat. 

Auflösung. Man erhalt leicht die Gleichungen: 

1) a;2 + y2 = r» 

2) 12 jy3 + 6a?y= 0, oder 3x^i3 + 6xy=0. 

Entfernt man y mit Hilfe von 1) aus 2), so geht 2) über in : 

Sx^-ß + 6x]/r^ — x^ =^ 0, 
was sich umformt zu: 

Daraus ergiebt sich: 

6r« + Oyä + }^36r* + 12rWp — 40« 
6} X ^ . 

Soll a;* reell sein, so darf den Grenzwert nicht über- 
schreiten^ den man erhält, wenn man den Ausdruck unter 
der Wurzel gleich Null setzt. Aus 

0» — 3r»y3 — 9r* 
folgt 

4) 0..^. 3V3±V27 + 9.4 ^^, 3y3±y63 _3^, y3 + y7 
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wobei nur das obere Zeichen brauchbar ist, da nicht 
negativ werden darf. Nimmt diesen Grenzwert an, so 
folgt: 

6r^ + Qy3_6r» yä^^, y3+y7 _^, 12 + 9 + 3}^ 



Ä* = 



21 



21 ' 21 



42 



2 



1+/^ 



also 



n- 



x^r 




Dabei wird 
y2 = r2 
also 



x^ 



.2 _ 



2 



n-'iv-f> 




y^r 



Damit ist dasjenige unter diesen Prismen bestimmt, 
welches die gröfste Oberfläche hat. 

Andere Grenzwerte findet man folgendermafsen. Für 
0? = gehen die Gleichungen 1) und 2) über in y = r imd 
==« 0. Für y = erhält man aus ihnen x = r und 

Folglich: 

Liegt zwischen und Sr^ys, so ist stets eine Lösung 
möglich, für die in Gleichung 3) das untere Wurzelzeichen 

y3 _L.y7 

gilt. Liegt zwischen 3r2y3 und ir^ - — , so siad 
stets zwei Lösungen möglich. 

Sämtliche Grenzfälle sind wie bei den früheren Auf- 
gaben leicht zu deuten. 

Bemerkung. Die entsprechende Aufgabe für vor- 
geschriebenes J giebt die Gleichungen a;^ -|- y2 ^^ ^2 m^(j 

3/p2 4/1/3 

^^-— =« J". Der Wert von y aus der zweiten Gleichung 

4eP 



verwandelt die erste in x'^ -\- 



27x^ 



r^ oder 
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4e7* 

x^ — x^r^ + -^ =« 0, 

die in Bezug auf x'^ vom dritten Grade ist. 

57) In eine Halbkugel das n-seitige regelmäfsige 
Prisma gröfsten Inhalts einzutragen. 

Auflösung. Ist r der Kugelradius^ y die Höhe des 
Prismas^ x der Radius des seiner Grundfläche umbeschriebenen 
Kreises, so ist x^ ^r^ — y^, also der Inhalt des Prismas 

J^ Gy=--a;2smay = -sm-^ .y{r^—y^), 

n 360^ 
Da — sin und r^ = c gegebene Gröfsen sind, so handelt 

es sich hier darum, dafs y{c — y^) Höchstwert wird. 

Angenommen, dies geschähe für den Wert y^, so würde 
für jedes andere der möglichen y, möge es gröfser oder 
kleiner sein, der Ausdruck 

ymic — yl)- y{c — y^) 

positiv sein müssen. Der Ausdruck läfst sich aber um- 
formen zu 

c(ym — y) — (yl — /) 

oder zu 

c(ym — y) — ivm — y) iy^ + y^y + y^) 

oder endlich zu 

[Vm — y)[c — {y]n + ymy + y'^)] . 

Soll dieses Produkt stets positiv sein, so müssen beide 
Faktoren gleichzeitig positiv, oder gleichzeitig negativ sein. 
Der Durchgang durch den Wert Null (der als positiv und 
als negativ angesehen werden kann) mufs also bei beiden 
Faktoren zugleich geschehen, d. h. für denselben Wert von y. 
Der erste Faktor wird Null für y = y^, folglich auch der 
zweite. Ist aber y = y^, so wird der zweite Ausdruck zu 

c — 3ym« Ist dies gleich Null, so ist 

^«» ~ 3 "^ 3 ' 
also ist für den Höchstwert von J die Höhe 

1) y-'']\' 
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der Sadius des umbesdiriebeneii Kreises der GnmdflSohe also 



2) 



VI- 



^-r|/|, 



die Höhe also das l/— -fache vom Eadius x. 



Die gefundenen Ausdrücke sind unabhängig von n, 
gelten also für sämtliche Prismen solcher Art. Die 

Höchstwertprismen sind also von derselben Höhe r 1/^ und 
haben für die Grundfläche denselben umbeschriebenen Kreis 

mit Radius ^ I/ö'* ^^^ Inhalt ist dabei für jedes Prisma 

J = — — n sm — . 

Führt man dieselbe Au%abe für die ganze Kugel aus^ 
so erhält man für x denselben Wert, y aber fällt doppelt 
so grofs aus. 

58) In eine Halbkugel das regelmäfsige n-seitige 
Prisma gröfster Oberfläche einzutragen. 

Auflösung. Ist gegeben, ist femer y die Höhe des 
Prismas, x der Radius des mnbeschriebenen Kreises seiner 
Grundfläche, so hat man die Gleichungen: 

1) a;2 + y2 = r2 
und 

_« _ . 3600 . 1800 

2 — a;2 sm h n 2a? sm y =» . 

2 n n ^ 

3600 
Hier setze man = a , dann folgt 

2) a;2 sin a + 2xy sin — =« — - . 

Einsetzung des Wertes von y aus 1) giebt: 

x^sma + 2sm — x'\/r^ — x^ =« — 

2 ' n 

oder ^ Q 

2 sin TT- xl/r^ — x^ = ic* sin a. 

2 ' n 
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Quadriening giebt nach entsprechender Umstellung: 



X 



4_ yr» 



sin a -f 4r* sm* pr 

n 2 



0» 



a 



sin^ a + 4 sin^ ^ 



oder 

Dies giebt: 
3) 



»» I sin*« + 48m* ^ 1 



/»•• ___ -••* ___ 



^ nÄ±^n^Ä^ — 40^B 



x^ = 



2n£ 



darf höchstens der Wert sein^ der sich aus 



0^=t^ oder 0-"^ 



4JB 



eigiebt Aus 



2iB 



0=- 

folgt aber: 

4) 



2 sin (X + 4»r^ sin^ — cos ^ + wr' sin- 

u u £ä 



l/sin^a 



+ 4sin2 



a 



l/cos^l 



^ + 1 



0=-rJ 



nsm^ 



l/cos2|+ 1 _cos^ 
Wird dieser Höchstwert angenommen, so wird 



a 



a?> = 



. 2 sin a + 4nr2 sin^ 
nA A d 



2nB 2B 



2n(sin2a + 4sin2— J 



Ocos^^ + wr« sin^ Octg^ +wr* 

n(cos2| + l)sin| n^cos2|+ ij 

Hier ist noch der Höchstwert von aus Gleichung 4) ein- 
zusetzen. 



1 
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C. Der senkrechte Kreiscylinder. 

I. Bereehnungren am senkrechten Kreiscylinder, seinen 

Sektoren und Segmenten und am einfachsten Cylinder- 

huf, auch Schwerpunkt-Berechnungen. 

59) Dieser Cylinder kann als regelmäfsiges Prisma von 
unendlich grofser Seitenzahl betrachtet werden und soll des- 
halb schon hier zur Untersuchung kommen. 

a) Inhalt J=r^7zh \ i uj t e o^a 

b) Mantel Jf => 2r,th } vgl BA I § 249. 

c) Oberfläche ■= 2r^7t -f 2r7zh = 2rn[r + A). 

60) Radius der umbeschriebenen Kugel. 



iJ-l/^ + r2«^yA2 + 4r2. 



Man denke sich einen der Badien gezeichnet, die zum 
Bande der Grundfläche gehören. 

Ist y seine Neigung gegen die Horizontalebene, so ist 

— — = 8iny, — = cosy, also ist auch JR = -— ^ — = . 

2it ' B ' 2smy cosy 

(Soll auch eine einbeschriebene Kugel vorhanden sein, 
so ist ^ = r, also y =« 45^ zu machen, r ist dann der Radius 

der Kugel und dabei JB = r^ß) 

61) Diagonalschnitt und Cylinderhuf. Verlängert 
man jß so weit, dafs es auch die andere Grundfläche tnfft, 
so entspricht d =» 2i2 der Hauptdiagonale regelmäfsiger 
Prismen mit gerader Seitenzahl w. Daher soll d auch luer 
als Diagonale bezeichnet werden. Durch jede Diagonale 
lälst sich eine Ebene legen, welche beide Grundflächen in 
parallelen Tangenten ihrer Kreise schneidet. Jede solche 
Ebene soll Diagonalschnitt heifsen. Ein solcher zerlegt 
den Cylinder und ebenso seinen Mantel in zwei gleiche 

Hälften, so dafs e/j = ^ r^^rA, M^ = rnh wird. Der so ab- 

geschittene Körper wird oft als Cylinderhuf bezeichnet. 
Die Diagonalfläche JF\ giebt, auf die Grundfläche F pro- 
jiziert, die Fläche des Grundkreises. Daher ist -F = 2^^ cos y, 
also 
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r*Ä 



--r-t— Br:€-F.. 

00S7 C097 ' 

(VgL Bd. I, g 140. EDipse.l 

Die Oberfläche des Hofes ist also 

0, = r*3t+ rnX -i- Br.T — ^.^(l• + i + B). 

62) Cjlindersektoren. Zwei Haaptaduiitte (durch 
die Cflindentchse) begrenzen je iwei Cjliodersektoreii, 
voa deoen der eine kwikaven, der andere kcHivexen Centri- 
winkel hat. Ist a der Scbnittwinkel der Scfanittebenen 
in Graden, ä der zogebörige auf den Radios 1 redozieite 
Bt^n, der des Gmndkreises also rä, so ist 

Sektor : Cylinder — a* : 360« — o : 2», 
also 

Sektor — ^^ Cvlinder ^ ^— Cylinder 
oder 
Jj =Cylindersektor — öcä '""^*~ ,5— ''*"* = h-***- 

63) Der zam Sektor gehörige Teil des Mantels 
eigiebt sich entsprechend als 



Bei der Abwickelung des Mantels auf die Ebene stellt sich der 
Manfelstreifen als Rechteck von Grundlinie rä und Höbe h dar. 

64) Cy linderabschnitt. 
Jeder Nonnalscbnitt zur Grund- 
fläche (Patallelschnitt zur Achse) 
teilt den Cylinder in zwei Seg- 
mente oder Cylinderabschnitte 
ein. Ist dabei s => AS die Schnitt- 
sehne der Grundfläche, so wird der 
Centriwinkel a bestinunt aus 
. a s 

was auf einen konkaven uud einen 
führt, von denen hier der erstere 
gewählt werde. Die schraffierte S^mentfläche ist der Untere 
schied der Sektorfläche und der Dreieoksfläche MAB, also 




Fig. 8. 
konvexen Wert von 
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a 



^«"3iö'*'^""y'^^=^ 



180 



7t — sina 



*2 



a — sina], 



wenn ä der entsprechende Bogen des Einheitskreises ist 
Der Inhalt des Cylinderabschnitts ist also 



rn 



w 



n 



^ 2 L180 
Die gesamte Oberflache wird 

08 = r* 



sma 



= —^[a — smaj. 



a 



L180 



7t — sm a + 



jgj^r7rÄ + 2rsin|Ä 



= r2[a — sina] + räh + 2r sin— A 

dt 



Dabei läfst sich noch r als gemeinschaftlicher Faktor ab- 
sondern. Man kann aber den Ausdruck auch umformen zu 



0, 



8 



a{x + Ä) — 2 sin — (r cos — — Äj . 



65) Schwerpunkt des Segmentmantels. Der Schwer- 
punkt für den zu einem Cylindersektor (oder Segment) ge- 
hörigen Teile des Cylindermantels wird gefunden, indem 
man die Schwerpunkte der beiden Bogen der Grundflächen 
verbindet und die entstehende Gerade ^ 
halbiert. Der Schwerpunkt des Bogens 
liegt, wie in der Planimetrie oder Me- w 
chanik gezeigt wird, auf der Symmetrie- ^-^—' 

linie in der Entfernung J«^ vom 

Mittelpunkte. Man kann dies folgender- 
mafsen zeigen. Nach Bd. I, § 49 ist der M 
Schwerpunkt eines homogenen Punkt- 
systems zu definieren als der Punkt 
mittleren Abstandes von jeder beliebigen 
Ebene. Beim ebenen Punktsystem kann 
man sich beschranken auf den mittleren 
Abstand von jeder beliebigen Geraden . 
in der Ebene des Systems. 

Man denke sich den Bogen in un- 
endlich viele kleine Teilchen s' zerlegt, so dafs man jedes 
der n Teilchen als unendlich kleine gerade Linie betrachten 




Fig. 7. 
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kann. Jedes Teilchen^ z. B. GH^^s', projiziere man auf 
den zur Bogensehne parallelen Kreisdurchmesser^ was 
G'Sr =^ o geben mag. Die Mittellinie e des Trapezes 
GHETG' ist dann der mittlere Abstand für alle Punkte 
des Teilchens s' vom Durchmesser AB. Bildet nun der zu 
e gehörige Radius mit dem Durchmesser den Winkel a, so 

ist a = s' cos (90® — a) =» s' sin a = s' — , und daraus folgt: 

ro » es\ Da nun alle s' gleich grofs sind, so ist der mitt- 
lere Abstand von AB (für sämtliche) 

ei+€^ + e^ + ...-\-en s(e^ + ög + ... + e„) 



x = 



n 









ns 


f 






^ 


e^s' 
ns' 


+ 


e^s' 
ns' 


+ • 


■•+ 


ns" 



oder^ wenn nach dem letzten Resultate für e^s'y e^s', . . . 

die Gröfsen o^Ty o^r^ ... und für ns' seinen Wert ra = Ci) 
einsetzt: 

^^.^^ll^J^i J_I^-_ ^1 + <^8 + — + ^n 

ra ra ra a 

Die Summe der o giebt aber die Projektion EF des Bogens^ 
d. h. die Lange s der zugehörigen Sehne, also wird 

s ^^ _ ^"^ __ ^ _ 180 s 

Damit ist die auf der Symmetrielinie MK liegende Strecke 

MS bestimmt. Bezeichnet man den Bogen Öv mit hy so 
hat man 

r • 2r sm^ 2r^ sm^r- 
^rs 2^ __ 2 

Senkrecht über S liegt der Schwerpunkt des Körpers in der 
Höhe ^. 

Beim Halbkreisbogen handelt es sich um 

2r 

71 



1 
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beim Bc^n des Yiertelkreises um 

r-ß 2ry2 
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X = — — = 

71 

2 



n 



beim Sechstelkreis mn 






(i) 



3r 



n 



usw. 



66) Der Schwerpunkt des Cylindersektors ergiebt 

sich ebenso mit Hilfe des Schwerpunktes der Grundäächei 

d. h. des Kreissektors. Denkt man sich 

diesen in unendlich viele gleiche Sektoren 

zerlegt; die man schliefslich als unendlich 

kleine Dreiecke betrachten darf, so liegen 

deren Schwerpunkte homogen verteilt auf 

2 

einem Hilfskreise mit dem Badius ^ =» ^ r. 

o 

Für diese Punkte war oben gefunden: 

^ _ ^1 _ g^i _ Qh 
a ga Oi 

es ist also jetzt 

2 s. 

Nun ist aber i^ = ^ , also wird x = 

öl 

Für den Halbkreis wird 

2r2r 4r 

Für die Flache des Viertelkreises 

2r . r>^ 4ry2 




2r8 2s 



36 3a 



/^ • 



a;=r 



3r 



n 



in 



für die des Sechstelkreises 
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2r>r 2r 

2 
Stets handelt es sich um ^ der voiher berechneten 

Werte. -^ 

67) Der Schwerpankt des Cjlinderabschnitts 
wird ebenso ans dem der Fläche des Kreiss^ments abgeleitet. 
Daza kann man folgenden HUfssatz benutzen: 

Hat der Schwerpankt einer ebenen Flache F^ 
von einer Geraden ihrer Ebene den Abstand x, der 
einer Flache jF, von derselben Geraden den Ab- 
stand x^, so hat der Schwerpunkt des Gesamt- 
gebildes (JF1+-F2) von ihr den Abstand x «^J^-^^. 

Beweis. Verhalt sich ^ : J^, ^^ niiifn^y so kann 
man sich denken^ dafs F^ aus m^ homogen verteilten Punkten 
besteht^ F^ aus m^^ das Gesamtgebüde aus 1% -f ^ Punkten. 
Die von F^ mögen die Entfernungen Ci, €^, e^j • • •, e^t^ 
von der Geraden haben, die von F^ die E^emungen Si, e^, 
. . ., tm^ dann hat der Schwerpunkt von F^ den Abstand: 

der von JPg den Abstand: 

2) ^2 " Z! — -^-^. 

der des Gesamtgebildes: 

ox (^ + «2 + — + gfm) + (gl + gg + — + €m j 

Berechnet man die Werte der Klammem aus 1) und 2), 
so folgt: 

m^x^ + m^x^ 
4) a; = ^ . 

% + ^2 

Statt 1% und m^ hatte man sofort cF^ und CjP, selbst als 
Punktzahlen wählen können, es ist also 
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(In der Form 

x(F, + Fi) = aii-Fj + a^ j; 
bezeichnet man den Satz als den der statischen Momente, 
wobei Xj^F^ und x^F^ als die statischen Momente der Eiozel- 
gebilde, xlF^ -\- F^) als das des Gesamtgebildes bezeichnet 
werden. Er lautet dann: Xtas statische Moment des 
Geeamtgebildes ist gleich der Summe der statischen 
Momente der Einzelgebilde. Für Linien in der Ebene 
ist ebenso a;(si + s^) =a^Si -j-a^Sj, für Linien im Eaume 
und fflr Flächen im Baume lautet er ebenso bezügÜch der 
Al^tüide von beliebiger Ebene. Ebenso 
ist für Körper im Baume x{J'i -\- J^) 
= ZiJi -\- x^tfi- — Der Satz kann auch 
als HilJfesatz aus der Mechanik herüber- 
genommen werden, denn dort ist er all- 
gemein bekannt.) 

Die Anwendung auf die Fläche 
des Kreissegmentes geschieht folgender- 
maTeen: i 

Sektor MAEB = A ■M'^-B + Seg^ 
ment ABB, oder F=F-i^-^F^. £1 
Bezog auf den Durchmesser CD ist 

x{Fi + Fj) -= ic, Fl + x^Fj, 
folglich 



X,— 

Dabei ist 



Fig. 9. 



3ä' ' ' * 2 ' * 3 2' 



2 "^"2 
DemnB<]h wird 

28 



Xi — ~ 



-F, 



, r*s[l — cos*^| , r*s sin*; 



48 !• Prismen and Cylinder. 

Setzt maa für r^ seinen Wert ein, so wird 

4sm*^ 



ar, = 



s» 



12 F,' 
Dafür kann man auch schreiben: 

2 *^ 2 



•^2 — ö" '> 



/% • 



3f> • /% 

a — sma 

Am Cylindersegment wird man bequemer von F aus messen. 
Der Abstand FS^ ist 



, S^ SS 



s2 a 

^ 2 tan- 
2 



2 



Bei praktischen Au%aben wird man die leicht zu messenden 
Langen s und die Pfeilhöhe FE = c zu Gnmde legen. Aus 

s^ c s* + 4c* 

(Alle diese Fortnein sollen später noch in anderer Weise 
abgeleitet werden. Sie lassen sich aus der Mechanik und 
aus der Planimetrie entnehmen. Da aber besondere Vor- 
kenntnisse nicht vorausgesetzt werden, mulsten diese plani- 
metrischen Berechnungen schon jetzt stattfinden, um zahl- 
reiche Anwendungen frühzeitig zu ermöglichen.) 

n. Vermisehte Übungsaufgaben über den Cylinder. 

a) Oewiohtsbereohnnngen. 

cP 
68) Für den Cylinder ist das Gewicht 2>==r*jrÄ|>'= —7thp\ 

Die guTsstähleme Schraubenwelle eines Kriegsdampfers 
habe 500 mm Durchmesser und das spezifische Gewicht 7^8. 
Wie viel wiegt sie auf das laufende Meter? 

1 
p == A^ . 1 . 7^8 = cv, ^'^^^'^ '^'^ = CS. 1,53 t oder 1531 kg. 
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69) Eiserner Telegraphendraht von 5 mm Durchmesser 

wiegt auf 100 m Länge (bei spezifiischem Gewicht. ^"^^8) 

25 

— JT . 100 • 1000 . 7,8 g « ~ 15,308 kg. — Angenonmieny'S- 
4 

wurde horizontal über einen 100 m breiten Flufs gefj^iji^ 
und so straff gespannt, dafs er sich an den Befestigimaar 
stellen um 3 Grad senkte, wie stark müiste er dort "ge- 
spannt sein? . ^^^, 
Jede der tragenden Stangen tragt 7,65 kg. Dies "^ist 
die senkrechte Komponente der Zugbeanspruchung, letztere 

7 65 
also ist gleich / = 146,2 kg, und dies giebt auf läas 

SjXI O 

Quadratmillimeter des Querschnitts die Zugspannung ..i)«^ 

146,17 ^ , , 

5 = ^^ = ~7,4kg. 

7 65 
Die Horizontalkomponente ist gleich p = ~—^^= 145,97 kg. 

lan o ' ~^ ^» 

Würde der Abstand bis zur nächsten Stange wieder 100 m 
betragen, die Leitung aber einen stumpfen Winkel a machen, 
dann würden die beiden HorLzontalkrafte eine Besulta^fo 

2p qos — geben, welche die Stange umstürzen wiU. Sind 

40 Drähte vorhanden, so wird diese Kraft, deren Hebelarm 

fast gleich der Höhe der Stange ist, gleich 80jp cos — weid^i, 
80 dafs eine Stützung stattfinden muTs. ; ; . 

70) Ein Mühl- oder Schleifstein habe die^ Radien 
r = 0,5 m, Q =^ 0,1 m und die Dicke 0,2 m. Wie viel 
wiegt er beim spezifischen Gewicht 2,5?. roJ3 

p = jr(r2 — ^2) 2,5 • 0,2 = jr(0,25 — 0,01) 2,5 • 0,2 „^.^j 

= ~ 0,24 • 2,5 . 3,14 . 0,2 =- 0,3768 1 = 376,8 kg. ' 

71) Ein gufseiserner Schwungring habe..(6Töii,^ 
Radarme, Nabe und Achse betrachtet) folgende AlM- 
messungen: r = 3 m, ^ == 2,7 m, d^ 0,3 m. Was wiegt 
er beim spezifischen Gewicht 7,5? (Der Querschnitt 
als rechteckig vorausgesetzt.) . - "j^,^ 

p = n(r^ — Q^) dp'^ n{r + Q){r — ' q) dp' ^rßiö 

« ~ 3,14 . 5,7 . 0,3 . 0,3. • 7,& ^ ^ 12,Ö8 t.. J .[;^^ 

Holzmüller, Stereometrie. U. 4 
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Bemerkung. Hierher gehört auch die Berechnung 
massiver Säulen und Hohlsaulen^ von Bohren aller Art^ 
von Schachtringen usw. 

72) Wo liegt der Schwerpunkt der durch einen 
Hauptschnitt begrenzten Hälfte des besprochenen 
Mühlsteines bezw. Schwungringes? 

Auflösung. Die Entfernung vom Mittelpunkte wird 
bestimmt aus x(Fi — F2) = oi^iF^ — X2F2, also 

— 2 _££ 2 
xFi—x^F^Sti'^^ 3jr^^ 4 r» — ^s 
X — ^ 



Ft — F^ „^r* _ y») 3 n{r^ — q^) ' 

Beim Mühlsteine ist 

4 0,5» — 0,P 1 496 -„,- 

^ = ~3 0,5*-0,P'344=~226l = ~^'2^^'"' 
Beim Schwungring wird 

• 4 3« — 2,7» 1 4 27 — 2,7» 1 

'' = 3'3*-2,7^*4=~3' 5,7-0,3 * 3^4 =" ~ ^'^^ "'• 

In diesem Schwerpunkte ist bei der Berechnung der 
Centrifugalkraft die Hälfte der Masse vereinigt zu denken. 

ß) Einige mechanische Aufgaben. 

73) Wie grofs ist die Centrifugalkraft, die den 
besprochenen Mühlstein bezw. das Schwungrad bei 
1, 2, 3, 4 . . . sekundlichen Umdrehungen zerreifsen 
will? 

1) Mühlstein: Die Formel für die Centrifugalkraft der 

Körperhälfte, die sich losreifsen will, ist: ifc =« mr^ '^^ ^^^-r. ^2, 

1 9 

Hier ist i> = ^ 0,3768 t = 0,1884 t] g ^ 9,81 m*), d. h. die 

Schwerebeschleunigung; ri=a? = 0,219 m, i> für eine sekund- 
liche Umdrehimg = 2jr (Winkelgeschwindigkeit), also: 

*) Will inan mit Tonnen rechnen, so ist die Fall-Beschlennigong 
g =B 9,81 m zn setzen, überhaupt sind alle Mafse in Metern zu gehen; 
hei Kilogrammen sind Decimeter zu wählen, z. B. ^ = 98,1; hei 
Grammen Gentimeter, z. B. p = 981 nsw. Anf diesen Punkt ist be- 
sonders aufmerksam zu machen, weil seine Nichtheachtung erfahmngs- 
gem&fs eine häufig auftretende Fehlerquelle ist. 
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1 884. 
Je = ''' 1°* . 0,219 . 4«^ = cv, 0,166 t = 166 kg; 

bei 2 Touren: 4 • 166 =- 664 kg, 
bei 3 Touren: 9 • 166 = 1494 kg, 
bei 4 Touren: 16 • 166 =- 2556 kg usw. 

Die wahrscheinliche Rifsfläche (Hauptschnitt) hat 

(1 — 0,2) • 0,2 = 0,16 qm = 1600 qcm, also kommt bei der 

letztgenannten Geschwindigkeit auf jedes Quadratcentimeter 

2556 
im Mittel die Zugspannung = <>o 1,6 kg. 

2) Schwungring: 
Ä. = I r,** = 1 12,08 . ^ , 1,82 • 4.^ - |^ 1,82 • 4.3 



c>o 



44,238 t oder 44 238 kg. 



bei 2, 3, 4 Touren das 4-, 9-, 16fache. Die Rilsfläche 

ist hier ein Doppelrechteck mit den Seiten 0,3 und 0,3, also 

von der Fläche 0,09 • 2 = 0,18 qm oder 1800 qcm. Schon 

bei einer Tour kommt auf das Quadratcentimeter Rifsfläche 

44238 
im Mittel die Zugspaunimg s = = 24,57 kg, auf das 

Quadratmillimeter 5^ = 0,2457 kg, bei 2 Touren das 4fache, 
also 4Si = 0,9828, bei 4 Touren das 16fache oder 3,931 kg, 
und bei 5 Touren beginnt die Spannung schon bedenklich 
zu werden, da Gufseisen bei statischer Beanspruchung nur 
7,5 kg, bei dynamischer noch weniger auf das Quadrat- 
millimeter aushält. 

Berechnet man bei solchen Angaben den Schwerpunkt 
und die Centrifugalkraft gleichzeitig, so hebt sich Eäniges 
weg, wie man bei der folgenden schwierigeren Aufgabe 
sehen wird, bei der mit Decimetem und Kilogrammen gerechnet 
werden soll, dafs g = 98,1 zu setzen ist. 

74) Eine Centrifuge habe die Gestalt eines auch 
oben geschlossenen Cylinders, der überall die Wand- 
stärke d = 0,2 dem habe. Der äufsere Radius sei 
r = 4 dem, der innere also q — 3,8 dem, die innere 
Höhe Ä = 6 dem, das spezifische Gewicht des Eisens 
p'== 7,8. Angenommen, das ganze Gefäfs würde mit 
Wasser gefüllt und in Drehung versetzt, wie grofs 

4* 
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würde die ganze auf seine Verbiegung und Zer- 
reifsung wirkende Centrifugalkraft werden, wenn 
n die Tourenzahl (für die Sekunde) ist? 

Auflösung. Man hat zwei Metallplatten (mit r und d), 
einen eisernen Hohlcylinder (mit r und q) und einen Wasser- 
cylinder mit q und h; daher wird die Centrifugalkraft, die 
an der Hälfte des Ganzen wirkt: 



Ä; = 2 



2 • 98,1 



4^ A2 , (^' — ^^)^*^Q 4 r» — ^8 



7,8.^-^2 + 



3jr 



2 • 98,1 



7,8.^ 



3 7t{r^ — Q^) 



*» 



+ 



Q^Tth Aq 



2 . 98,1 
oder, wenn man & — 2n7c setzt: 



Btt 



*2 



^»Ä 



Einsetzung der Werte giebt: 

* = ^' ^ [<6^ • 0,2 + 3(64 — 3,88)> 7,8 + 3,8» • 3] 



= W2 



294,3 
294,3 



[313,44 + 164,62], 



wo der erste Posten vom Metall, der zweite vom Wasser 
herrührt. Bei einer sekündlichen Umdrehung erhält man also: 

^^"^^ . 478,06 = ex. 256,65 - ~ 257 kg. 



Je 



294,3 



Bei 10 sekundlichen Umdrehungen würde es sich schon um 
25 700 kg Centrifugalkraft handeln. — (Umschliefsen die 
beiden Grundscheiben den Cylinder, so baucht sich das Ge- 
ßfs, sobald der Mantel nachgiebt, in der Mitte aus, seine 
Höhe ninmit ab, zugleich wächst die Centrifugalkraft. Der 
Bruch erfolgt äquatorial. Praxis wählt andere Form.) 

75) Ein cylindrischer Holzstamm vom Eadius r 
schwimme (horizontal) im Wasser und tauche bis zur 
Tiefe h ein. Wie grofs ist das spezifische Gewicht? 

Auflösung. Der für das Segment mafsgebende Centri- 

^^ M^ mk 

winkel a bestimmt sich aus cos jr = . Der Wasser- 

2 r 
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körper ist Tr= — 



a* 



n — sina^ 



2 L1800 
ist «r= r^nl. Das spezifische Gewicht wird 



l, der Inhalt des Cylinders 



W 2 L180« 



a> 



n — sin a^ 



l 



a 







^=^ = 



r^nl 



360» 



2;;^"^«' 



WO sich a aus cos — = bestimmt. 

2 r 



71 



^„ 71 71 7t 71 71 71 

J^ur a = ^, 2^ g, -, -, -, -, ^ 



. . . und für ent- 



sprechende halbe und doppelte Winkel ergeben sich ein- 
fache algebraische Formeln. 

(Ist das spezifische Gewicht gegeben und wird nach 
der Tiefe des Eintauchens gefragt, so geht die Gleichung 
über in 



, a — sm a 
JP = WZ. y 



l7l 



a r — X ^ 
wo ^ = arccos , also 



sm a = 2 sm — cos 



\-i 



r^ — (r — xY r — x 



•2 



= — (r — x']/x(2r — x) 



ist Die Gleichung wird schliefslich 



Tip = arccos 



r — X 1 . / 
— gsm^« 



arccos 



r — X 



)■ 



oder 



arccos 



X 



r — X 

«•2 



'}/x{2r — x) ■=» 7zp\ 



Sie gehört also zu den transscendenten Gleichungen und kann 
hier nicht allgemein aufgelöst werden.) 

76) Ein halbcylindrischer Trog aus Holz vom 
spezifischen Gewichte p'= 0,6 habe den Radius r, 
die Länge l und überall dieselbe Wandstärke d. Wie 
grofs ist seine Tragfähigkeit, wenn er als Kahn 
dienen soll? 
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Auflösung. Der körperliche Inhalt des Trogs ist 

das Gewicht also 

^p'[rH-{r-d)*(l-2d)]. 

Die verdrängte Wassermasse darf höchstens vom Gewicht 
-—- 1 sein. Der Unterschied ergiebt die Tragfähigkeit 

X = 'UfH — fi'ij-H — (r — d)»(Z — 2d)>J. 

(Statt des spezifischen Gewichts kann auch die Tiefe 
des Eintauchens gegeben sein. Das erstere läfst sich dann 
ebenso berechnen.) 

77) Ein solcher Trog sei aus Eisen vom spe- 
zifischen Gewicht p'= 7,5 angefertigt. Wie stark 
darf das Eisen höchstens sein, wenn er schwimmen 
soll? 

Auflösung. Die Wandstarke d ist zu berechnen aus 

oder 

(r_d)2(i_2d)-^(l>'-l). 

Die Gleichung ist in Bezug auf d vom dritten Grade und 
wird schKefsHch von der Form 



x^ — x'' 



(| + r) + .r(i + r)-0 = O. 



78) Ein halbcylindrischer Baumstamm liege 
nach Art der Zeichnung schräg im Wasser. Mit 
welchem Momente will er sich aufrichten? (Fig. 10.) 

Auflösung. ^ = r^nlp' ist sowohl das Gewicht des 
Bamnstammes, als auch das des verdrängten Wassers. 
Femer ist SA = a = 6 sin a, wo e = MS ist. Das statische 
Moment des aufrichtenden Kräflepaares ist also 
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4r 4 . , 

M=ap = e siaar^7tlp'= 5— smar^7ilp'=^ ^r® 8malp\ 

Soll er in der augenblicklichen Lage verharren^ so mufs 
durch Winddruck oder eine sonstige äussere Krafl ein gleich 
starkes Gegenmoment hervorgebracht werden. In ähnUcher 
Weise kann man bei Schiffen aus dem Winkel a auf das 
Moment des seitlichen Winddruckes schliefsen. 




-P 



Fig. 10. 

79) Ein halbcylindrischer Baumstamm liege 
nach Art von Fig. 11 im Wasser.*) Wo liegt der 
Schwerpunkt Sg der verdrängten Wassermasse und 
wie groTs ist das umstürzende Moment? 

Auflösung. Sind r, l, AC = h und a gegeben, so 
kennt man 

f — Ji 

1) C08^ = ^-— , 

T 

das obere Segment 



2) 



F^^ 



r 



2 



2^0 



2 LI8O0 
und dessen Schwerpunktslage aus 



7t — sin 2/8 



*) In Fig. 11 ist der Schnittpnnkt von AM mit der Wasserlinie 
mit C zn bezeichnen. 



5&- 



L Prinnen und Oylinder. 



M8i =xi = - 



'«<•> 



s 



3) 

C 2 

ist/^ Die Iiage von S ist durch 

4r 



s 



3 



12J;' 



_ = yr» — (r — A)2 = yÄ(2r — A) 



5) 



e = 



3jr 



bekannt^ also auch 

6) h^ = e^ + x\ — 2öa;i cos a. 




bn-j 



'Aj 



Fig. 11. 



D&s der verdrängten Wassermasse entsprechende „Segment^^ 
ist 2^3 = JP — J?\ = -^r J?\. Das spezifische Gewicht also 



r^n 



7)y= 



2^0 
2 L1800 



jr — sin 2)8 



;7r 



2^0 
L1800 



TT — sin 2)8 



r^;?! 



TT 



Da nach dem Gesetz der statischen Momente hF^ = cF^ ist, 
so folgt 



8) 



SS, = c = -Üb. 



'2 



F. 



2 
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Das aufrichtende Moment ist also 

9) M=ap ==-pc&biy. 

Hier ist y der Winkel SS^My der sich aus 

6 : 6 = sin a : sin y 
ergiebt. 

y) Aufgaben aus der Praxis. 

80) Eine Schraubenmutter (Schmiedeeisen) sei ein sechs- 
seitiges regelmäfsiges Prisma mit quadratischen Seitenflächen, 
die cylindrische Öffnung habe einen mittleren Durchmesser, 
dessen Lange gleich der der Kante ist. (Mittlerer Durch- 
messer wegen des eingeschnittenen Gewindes.) Wie viel 
wiegen 1000 Stück bei Kante Je = 2 cm, spezifisches Gewicht 
p' = 7,8. Die Berechnimg nur annäherungsweise verlangt. 

81) Das Rad einer Atwoodschen Fallmaschine habe 
in Millimetern folgende Abmessimgen: Radkranz hat die 
Radien JJ = 52, j^ = 47 und die Dicke D = 3,5. Ein- 
geschnitten ist ein Schnurlauf rechteckigen Profils von der 
Tiefe 2 und der Breite 1,5. Die Nabe sei ein Hohlcylinder 
von den Radien r = 12,5, r^ = 3,5 imd der Dicke 3,5. An 
ihr befindet sich auf der einen Seite noch eine Scheibe mit 
dem Radius ^ = 11 und q^ — 3,5 und der Dicke 3. Die 
vier Radarme sind quadratische Prismen von der Grund- 
kante 3,5. Das spezifische Gewicht der Masse sei 8,2. 
Wie viel wiegt das Rad? (Rund 84,5 g.) 

82) Ein gufseisemes Walzwerkschwungrad habe in Müli- 
metem folgende Abmessungen : Kranz: R = 3650, Bi = 3200, 
Breite 6 = 350; Nabe, als Hohlcylinder betrachtet, r = 500, 
Ti = 220, Breite h^ = 700. Die sechs Radarme seien tra- 
pezische Prismen (Platten), deren frontale Grundlinien an der 
Nabe % = 450, am Kranze a = 400 sind, deren konstante 
Dicke 300 beträgt. Das spezifische Gewicht sei 7,5. Wie 
viel wiegt das Rad? Wo liegt der Schwerpunkt der einen 
Hälfte, wenn sie durch einen Durchmesser, der zwischen 
zwei Armen liegt, symmetrisch abgetrennt wird? Wie grofs 
ist ihre Centrifugalkraft bei 1, 2, 3, 4 sekundlichen Um- 
drehungen? Wie grofs ist die dabei entstehende mittlere Zug- 
spannung für den entsprechenden Querschnitt (2 Rechtecke 
am Radkranz, 2 an der Nabe), auf das Quadratmillimeter 
berechnet. Bei wieviel Touren wird die äufserste zulässige 
Zugspannung 7,5 erreicht? 
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83) Ein Tonnengewölbe (halbcylindrisch) habe die Radien 
r s 2 m und r^ = 1,8 m. Wie grofs ist der lichte Gewölbe- 
raum für das laufende Meter der Lange, wie grofs das Gewicht 
der darüber befindlichen Wölbung beim spezifischen Gewicht 
2 des Mauerwerkes? Wie grofs ist die Leibungsflache für 
das laufende Meter? (Vgl. § 124.) 

84) Der lichte Durchmesser eines Hektolitergefafses soll 
das vierfache von der lichten Höhe werden. Wie sind h 

•/25 
und r zu wählen? r^nh — Ah^n = 100; Ä = 1/ — = ? dem. 

i"/lÖÖ ^ "" 

Allgemeiner (bei 2n-fach) ä= |/-y— • 

85) Ein Rohr vom inneren Radius q und der 
Wandstärke d steht unter der inneren Druck- 
spannung von n = 400 Atmosphären, die darauf hin- 
wirkt, es im Hauptschnitt zu zerreifsen. Wie viel 
Zugspannung wirft sich auf jede Flächeneinheit der 
Rifsfläche? 

In Bezug auf den Hauptschnitt kommt von jeder Druck- 
spannung, die auf ein kleines Element, z. B. auf /*qmm der 
Innenwand wirkt, nur die senkrecht gegen den Schnitt ge- 
richtete Resultante zur Geltung, also (p • f) cos a, wofür man 
schreiben kann p(f cos a) =pfi, wo fi die Projektion des 
Flächenelementes auf den Hauptschnitt ist. Es ist also 
ebenso, als ob die Spannung p an der Projektion der 
CyUnderwand wirkte. Hat das Rohr den inneren Radius 
r cm, so ist die Projektion für jedes Centimeter der Länge 
gleich 2^ • 1 qcm, bei n Atmosphären also ist es, als ob 
gegen jede Hälfte der Druck 2^ • 1 • 1,0334 • n kg wirkte, 
die Rifsfläche beträgt 2 • d • 1 — 2d qcm (zwei Rechtecke!) 
auf jedes Quadratcentimeter kommt also im Mittel die 

„ 2o- 1,0334. n, 
Zugspannung -^ — ^ kg. 

Ist z. B. ^ — 20 cm, d = 10 cm, so wird die mittlere 
Zugspannung auf das Quadratcentimeter Rifsfläche 

2 . 20 . 1,0334 . 400 
* = 2T1Ö ^^^'^^ ^«' 

auf das Qaadrattnillimeter dagegen 8,267 kg (die Mazimal- 
spannong wird allerdings etwas starker). Bei Gewehrlaufen 
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geht man bis zu 3000 Atmosphären Spannung, bei Kanonen 
nicht ganz so hoch. Je geringer das KaUber, um so ge- 
ringer darf die Wandstarke sein. (Druckspannungen von 
400 Atmosphären kommen oft bei hydraulischen Pressen 
vor, geringere bei den Rohren von Schachtpumpwerken, bei 
Wasserleitungs- und Dampf röhren, auch bei Dampfkessehi.) 

86) Die cylindrische Marmorsäule eines Monu- 
mentes soll aufgerichtet werden. Wie viel Arbeit 
ist theoretisch dazu nötig? Wie grofs ist das 
Stabilitätsmoment der stehenden Säule? An- 
genommen, sie würde vom Winde umgestürzt, wie 
viel Arbeit würde der Winddruck dabei geleistet 
haben? 

1) Die übliche praktische Auflösung. Das Ge- 
wicht ist I? = r^nhp'y die Höhe, um welche der Schwerpunkt 

/^ 
zu heben ist, beträgt — , die Arbeit (bei der der Weg gleich- 

h 71 

gültig ist) ist also A = r^nhp'— = — r^h^p' Metertonnen, 

wenn alles in Metern gegeben war. 

2) Genauere Auflösung. Liegt die Säule zunächst 
horizontal, so hat der Schwerpunkt bereits die Höhe r. 

Gehoben mufs er werden bis zur Höhe ^, worauf die 

. Ä . ^ 

Senkung bis ^ eintritt. Die Hebungsarbeit ist also 

d-'2r d-2r . , , 
— 2 — ^ ^ — 2 — ^ ^^ * 

(Dabei ist d die Diagonale des Hauptschnitts.) 

Das StabUitätsmoment in Bezug auf eine Tangente des 
Grundkreises ist, da diese von der Bichtungslinie der Schwer- 
kraft die Entfernung r hat, M=r^nhp'r = nr^hp\ Sie 

kann also ein Winddruckmoment M^ s=zp^—=z M, also einen 

gleichmäfsig über die ganze Höhe verbreiteten Winddruck 

j?i == —T- aushalten. 

Soll die Säule umstürzen, so mufs der Winddruck 
mindestens diesen Betrag haben. Ist a der Winkel zwischen 
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Diagonale und Höhe der Säule ^ so mufs der Schwerpunkt 

um ;r K ^ K ( 1 1 gehoben werden, damit die 

2 cos a 2 2 Vcos a I ^ ^ 

Diagonale senkrecht stehe. Die dazu nötige Arbeit ist 



r2 



2 Vcos a I 



Beispiel, r = 0,4 m, Ä = 10 m, p'== 2,6. 

Bemerkung. Man bilde Beispiele für gufseiseme 
Hohlsäulen und für Fabrikschomsteine, die vorläufig als 
Hohlcylinder betrachtet werden mögen. 

87) Ein Schmiedeeisenblock habe die Kanten a, 6 und c. 

Seine Gestalt sei die eines ßechteckskörpers. Daraus soll 

ein Gebilde geschmiedet werden, welches aus einem Würfel, 

einer achtkantigen regelmäfsigen Säule und einem Gylinder 

besteht, deren Höhen sich verhalten wie 1:2:3. Der 

2 
kleinere Durchmesser des Achtecks soll das —fache der 

o 

Würfelkante sein, der des Cylinders die Hälfte der letzteren. 
Wie fallen die Höhen aus, und wie verhalten sich die Ge- 
wichte der einzelnen Teile? 
Die Gleichung wird 



«,+8g,.™g|)|2»+i(iy 



oder 



x^ 



^ . 16 . n , 3jr 
1 + -^ tan— + 



= äbc, 



9 8 ' 16J 
woraus für den kleinsten Teil selbst folgt 



8 



144a6c 
X = 




144 + 256tan^ + 27;7r 



Die anderen Fragen sind leicht zu beantworten. 

S) Zusammengesetzte stereometrische Übungsaufgaben, 
zum Teil nur mit Andeutungen. 

88) In eine Kugel vom Radius r einen Gylinder 
von gegebener Oberfläche einzubeschreiben. 
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Auflösung: Eadius des Cylinders sei Xy Höhe sei y, 
dann ist 

1) 4a;2 + y2 =. Ar^, 

2) 2x^71 + 2x7iy^0 
oder 

a;2 + a;y = — . 

Berechnung von y aus 2) und Einsetzung in 1) giebt die 
Gleichung 






\2n 
X J 
oder 

^ 5:7r "" 20jr2* 

Daraus folgt 

a;2 = z4-f(0 + Ar^n) + i(0 + 4r27r)2 — 5 0^1 

Damit a;^ nicht imaginär werde, darf den aus 

02 — 20r2jr=-4Hjr2 

folgenden Höchstwert 0^ = r27r(l +y5) nicht übersteigen. 
Bei diesem wird 

(also ist die Neigung der Diagonale zu berechnen aus 



tana = f-l/2^ 
2x r 5+y5 

oder aus 



^^-i=f-=^). 



10 

Für a; = wird nach 1) y = 2r, dazu gehört = 0. 
Für jf = wird nach 1) a; = r, dazu gehört =» 2r2;7r, 
d. h. die doppelte Grundfläche. 
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Liegt zwischen und 2r*7t, so ist stets eine Lösung 

möglich^ liegt es zwischen 2r*jr und r^7t{l +^), so sind 
zwei Lösungen möglich. 

89) Dieselbe Aufgabe für die HalbkugeL 
Auflösung: 

a;» + y» « r* und x^ + xy ^ ^r— 

führen auf 

X^ — X' =« 

In Stt» 

und 



X 



2 



^\0 + r'^n-vir^n^ + lOr^n — 0*1. 



Die Determination entspricht der vorigen. 

Bemerkung: Dieselben Au%aben für den Fall^ dafs 
der Inhalt vorgeschrieben ist, führen auf Gleichungen vom 
dritten Grade. Bei der Kugel führen 

4a;2 -\-y^ ^ 4r2 und x^ny ^ J 
auf 

. . J 







oder auf 




S A 2 ^^ 

71 




Bei der Halbkugel erhalt man aus 




^2-j-y2=r2 und x^ny^ 


^J 


die Gleichung 

/p6 — ^2a;4 = - 





n' 
oder auf 

8 2 ^ 

y^ — r^y^ . 

90) Ähnliche Aufgaben sind folgende: 

Einer Kugel einen Cylinder einzubeschreiben^ dessen 
Mantel den gegebenen Wert M hat — Dieselbe Au%abe 
für die Halbkugel. 
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Einer Kugel einen Cylinder einzubeschreiben, dessen 
Mantel das w-fache der Grundfläche ist. — Dasselbe für die 
Halbkugel. 

In eine Halbkugel (oder Kugel) den Cylinder 
gröfster Mantelfläche einzubeschreiben. (Es wird 



X 



•]/|, y-r-]l\^ 



also der Durchmesser doppelt so grofs, als die Höhe. — 
Bei der Kugel erhält der Cylinder quadratischen Hauptschmtt) 

In eine Halbkugel den Cylinder gröfsten Inhalts 
einzutragen. Die Aufgabe ist schon beim w-seitigen Prisma 

gelöst und führt auf y^rf^ und Eadius . = r|/|; für 

die Kugel handelt es sich um den Cylinder quadratischen 
Querscbiitts. 

Eine andere Gruppe von Aufgaben ergiebt sich aus 
den folgenden Beispielen. 

91) Einem Würfel ist ein Cylinder umbe- 
schrieben^ ein anderer einbeschrieben. Die Inhalts- 
differenz der Cylinder ist gleich D. Wie grofs ist 
die Würfelkante? 

Auflösung: Ist die Würfelkante gleich Xy so ist 



r = 
also 



= ^^2' ^^1' *^^' 



(x^ x^\ 



jra;^ 



Demnach ist 

X 



Beispiel: Für D = 200 ist a = 6,3384. 

92) Handelt es sich statt des Würfels um ein regel- 
mäfsiges n-seitiges Prisma mit quadratischen Seiten- 
flächen, so wird, wenn die Kante gleich x gesetzt wird, 

X ^ j. 

r = -, Q = -, A = a;, 

2 sin — 2 tan — 

n n 
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X 



2 



jra;* 



cos^ — 
n 



4 tan^ 



n 



sin* — 
n 



sin 



2 






_ 1 — COS* — 



710^ 



sm' 



n 



also wiederum 



X 



f?- 



Dies ist unabhängig von n, das Sesultat ist also stets das- 
selbe. Dies hat seinen Grund darin^ dafs der Unterschied 
der Flächen des Um- und Inkreises für alle regelmäTsigen 
w-Ecke gleich grofs ist, sobald die Kanten der n-Ecke 
gleiche Länge haben. 

93) Handelt es sich um ein regelmäTsiges «-Eck von 
gegebener Höhe h, so wird für die Grundkante auf dem- 

— ^, so dafs für gleiches D 

und gleiches h bei jedem »-seitigen Prisma dieselbe Kante 
gefunden wird. 

94) Einem Würfel sei ein Gylinder umbeschrieben 
und ein solcher einbeschrieben; die Oberflächen- 
differenz der Gylinder sei D. Wie grofs ist die 
Würfelkante? 

Auflösung: Es wird 

D = (2r^7t + 2r7ih) — (2q^7c + 2Qjih) 
= 2jr [r* + rÄ — ^2 — ^Ä] 



= 2jr 



X 



2 



X 



2 



2 '^i2 



T 



x^ 

"2 J 



= JtX 



2 



y2-^]=|^n2y2-i]- 



Es folgt 



X 
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Beispiel: Ist B = 200, so folgt x = 8,3448. 

95) Dieselbe Aufgabe für das regelmäfsige n- 
seitige Prisma mit quadratischen Seitenflächen. 

D = 27r [r2 + rÄ — ^2 __ ^^j 



= 2:7r 



X 



2 



4 sin2 



TZ 



n 



+ 



x^ 



X 



2 



X 



2 



2 sin 






4tan2— 2tan — 
n n. 



2x'^7i 

4 sm^ — 
n 

X^Jl 



TZ TZ TZ u TZ \ 

1 + 2 sin 2 cos^ cos — sm — 

n n n n\ 



TZ 



n 



2 sin^ 

X^TZ 



2 sm — 
n 



sm 



2 



1- 2 sin — ( 1 — cos — ) 

n n \ n/i 



sm f- 2 

n 



(l - cos ^)]. 



Es wird also 



X = 




21) sin 



TT 



n 



sin h 2 ( 1 — cos — 1 

n \ nl. 



96) Bemerkung. Das Wesentliche bei diesen Auf- 
gaben über den Cylinder gehört in den Bereich der Plani- 
metrie. Man kann auch einem Cylinder von gegebener Höhe 
ein regelmafsiges Prisma um- imd einbeschreiben und aus 
dem Unterschiede der Kantensummen^ oder der Mäntel^ oder 
der Oberflächen, oder der Inhalte auf den Badius des Cylin- 
ders usw. schüessen. 

Auch über gesetzmäfsig gebildete Reihen von Cylindem 
lassen sich Übungsaufgaben aufstellen, von denen einige 
angedeutet werden soUen. 

97) Ein gleichschenkliges Dreieck habe die 
Grundlinie a und die Höhe Ä; ihm läfst sich eine 
Reihe von Berührungskreisen einbeschreiben, deren 
Mittelpunkte auf h liegen. Diese Reihe soll bis zu 
unendlicher Kleinheit der Kreise fortgesetzt werden. 

Holzmüller, Stereometrie, n. 5 
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Aus jedem dieser Kreise soll ein Cylinder von 
quadratischem Hauptschnitt gebildet werden.*) Wie 
grofs ist die Summe der Mantelflächen^ Oberflächen 
und Inhalte dieser Cylinder und wie hoch ist die 
aus ihnen zu errichtende Stufenpyramide? 

Auflösung: Für das Dreieck ist 

ah ah 



Der nächste Berührungskreis gehört einem Dreieck von der 
Höhe 

a + yä^ + Äh^ ^a^ + 4h^ + a 

an. Die Beihe der Badien wird also mit Hilfe des Faktors B 
die folgende: 

Q, qB, q&, gB^y . . . 

Die Beihe der Mantelflächen 

M, MB^y MB^y MB% . . ., 

die der Oberflächen 

0, Om, 0B\ OB^ . . ., 
die der Inhalte 

J, JB^y JB^y JB^y . . . 

Die Beihe der Höhen rj erhält man durch Multiplikation 
mit 2 aus der der Badien. 

Die Summe der Mantelflächen wird 

oder 



ly«» + 4A2 + a) 
Ana^h^ nah^ 



4aya2 + 4Ä2 ^a^ + 4Ä2 



*) Ist Q^ der RadioB des Kreises, so ist über ihm ein Cylinder 
von der Höhe 2q^ zu errichten. 
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Die Summe der Oberflächen: 

Die Smmne der Inhalte wird 

J 2Q^Jt 



2^-1 



= 2jr 



^3 1 _ J53 



[a + ia^ + 4h^Y 1 _ / ia' + ^h^ — a y 



2na^h^ 



{^a^ + 4Ä2 + af — (ya2 + 4^2 _ a)3 

"^ 4(ä2"+3Ä2) • 

Die Höhe der Stufenpyramide ist gleich der Summe der 
Durchmesser, d. h. gleich der Höhe Ä des Dreiecks. 

Bemerkungen. Ist das Dreieck ein gleichseitiges, so 
vereinfachen sich die Formeln, da 

wird. Man erhalt 

Jüf^l«^., ^O^l^a^n, 2'«^=^a«y3. 

Sollen alle Cylinder dieselbe Höhe \ haben, so wird 
die Summe der Grundflächen maisgebend, also 

4ya2 + 4Ä2' 
beim gleichseitigen Dreieck 

"^2~- 

Sollen bei letzterem auch nach den anderen Ecken hin 
Kreise gelegt werden, so handelt es sich lun 

-32 2^^ oder -gg-. 

Die Smmne der Inhalte ist jedesmal das Ä^- fache. 

5* 
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D. Allgemeine Prismen und Cylinder und ihre 

Abschrägungen. 

I. Senkrechte Prismen und Cylinder von beliebiger 

Grundfläche. 

Auch hierbei siad die Aufgaben im wesentlichen plani- 
metrisch zu lösen und sind von geringerem praktischen Werte. 
Daher sollen nur einige angedeutet werden. Das Wort 
„senkrecht^^ soll im Texte nicht wiederholt werden. 

98) Der Inhalt ist (nach Bd. I, § 210) J^ Gh, der 
„ManteF M = uh, wo u den Umfang der Grundfläche be- 
deutet. Die Oberfläche ist ^2G + M. Durch Verbindung 
der Schwerpunkte der Grundflächen erhält man die Schwer- 
linie des Körpers. Verbindet man die Schwerpunkte der 
Umrisse beider Grundflächen^ so erhält man die Schwer- 
linie des Mantels. Die Schwerpunkte S und Si liegen 
in den Halbierungspunkten der Schwerlinien. Auch nach 
dem Schwerpunkte der gesamten Oberfläche kann 
gefragt werden. Um ihn zu finden, ziehe man SSi und teile 
die Linie im umgekehrten Verhältnis von und M. Wird 
nach dem Schwerpunkte sämtlicher Kanten gefragt, 
so verbinde man die {Schwerpunkte der Eckpunkte beider 
Grundflächen und ziehe vom Halbierungspunkte S^ der 
Verbindungslinie aus eine Gerade nach Si. Die letztere 
Linie ist im umgekehrten Verhältnis von 2u und s^ zu 
teilen, wo 5^ die Summe der Seitenkanten ist. Ist die Grund- 
fläche einem Kreise umbeschrieben, so ist 

99) Ein dreiseitiges Prisma habe die Grund- 
kanten a, 6, c und die Höhe h; Inhalt, Mantel, Ober- 
fläche und die Lage der Schwerpunkte S, S^, 8^ 
sollen bestimmt werden. Auch Radius, Inhalt und 
Oberfläche des ein- und des umbeschriebenen Cy- 
linders sollen bestimmt werden. Endlich wird nach 
dem Stabilitätsmomente des aufrechtstehenden 
Prismas in Bezug auf jede der Grundkanten gefragt. 

d -\- b A- c 
Auflösung. Man bilde s = ^ , dann ist die 

Grundfläche 
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6f =• ^s{s — ä){s — b) {s — c), 

m 

der Inhalt also 

J= Ä/s (s — a) {s — b)(s — c). 

Der Mantel ist 

M={a + b + c)h = 2sh, 

die Oberfläche also 

= Jf + 26? = 2sh + 2ys(s — a)(s — b){s — c). 

Der Schwerpunkt der Grundfläche liegt im Schnittpunkt der 
Mittellinien ta, h, tg des Dreiecks und schneidet von jeder 
den dritten Teil ab. Es ist z. B. 

ta = ^y262 + 2c2 — a«. 

Dadurch ist die Lage des Körperschwerpunktes S bestiomit, 

der in der Höhe ^ über jenem liegt. 

Der Schwerpunkt des Dreiecksumfanges wird folgender- 
mafsen gefimden. Man büde das Dreieck der Halbierungs- 
punkte der Seiten a, b, c und bestimme für dieses Dreieck 
den Mittelpunkt und den Radius q^ des einbeschriebenen 
Kreises. Setzt man 

_ 2 2 ^2 _ « + 6 + c 
«1 - 2 ~ 4 ' 

so ergiebt sich 



Dies ist die Entfernung des gesuchten Punktes von jeder 
Seite des Hilfsdreiecks. Der Mantelschwerpunkt 8^ liegt 

senkrecht darüber in der Höhe \. 

Li 

Der Schwerpunkt S3 der Seitenkanten fällt beim drei- 
seitigen Prisma mit S zusammen (bei andern nur in be- 
sonderen Fällen). 

Der Schwerpunkt der Oberfläche So teilt die Gerade 8S^ 
im imigekehrten Verhältnis von 2 G und M, Die Länge 88-^ 
ist im Hüfsdreieck mit Hilfe der von S^ und 8 auf eine 
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der Seiten gefällten Lote zu berechnen. Das eine ist g^ 
und hat von dem Eckpunkte Ä^ die Entfernung ^i — Sj — ^. 
Das andere bestimmt sich aus &« — ^ ^a su^ f > ^vo i'a'^ ^ ist^ 
der Winkel f aber bestimmt sich z. B. aus 

c^ , ^ ^ 

4 '^ 4 A _ c^ + tl — a^ 

22 

Daraus ist die Entfernung bequem zu berechnen, also auch 
Sq leicht zu bestimmen. — Auch die letzte Schwerpunkts- 
und die Momentenberechnung sei dem Leser überlassen. 

Der Badius q des einbeschriebenen Kreises ist schon 
bestimmt. Der des umbeschriebenen ergiebt sich als 

100) Aufgabe. Einem Cylinder vom Radius q sei ein 
w-seitiges Prisma umbeschrieben, von dessen Grundkanten 
nur die Summe w = (a + 6 + c + d...) gegeben ist; die Höhe 
sei Ä. Qf My 0, J zu berechnen. 

Auflösung. 

G = ^,M=uh, = »(e + Ä), J-=^Ä-|jf. 

101) Ein elliptischer Cylinder habe die ellip- 
tischen Halbachsen a und 6 und die Höhe A. Wie 
grofs ist der Inhalt? 

Auflösung. J=ab7th. 

Bemerkung. Der Mantel kann nur mit Hilfe höherer 
Mathematik genau berechnet werden, weil dies mit dem 
umfange der Ellipse der Fall ist. 

102) Die Grundfläche eines Cylinders sei durch 
einen parabolischen Bogen und eine Normale zur 
Achse der Parabel begrenzt; die letztere habe die 
Länge 6, die Symmetrielinie der Grundfläche die 
Länge l; Inhalt, gekrümmte Mantelfläche und Ober- 
fläche des Cylinders sollen für die Höhe h berechnet 
werden. 
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Auflösung. Die Planimetrie zeigt elementar^ dafs 

2 2 

= —bl ist, daher folgt J=^blh. Zur Berechnung des 
o o 

parabolischen Bogens bilde man die Hilf sgrölse 

■P 21^ AP 
(Parameter), dann wird die eine Bogenhälfte 



■]/5 






der ganze Bogen also 

n , i + Vb^ + 4ü2 



6* = 



4i> x- x- & 2^ 

(Die elementare Herleitung findet man z. B. auf der 
Schlufsseite von Bd. HI des vom Verfasser herausgegebenen 
Methodischen Lehrbuchs der Elementarmathematik.) 

Der gekrümmte Teil des Mantels ist also Jf = SÄ, die 
Oberfläche 

= ^bl + bh + sh. 

103) Die Grundfläche eines Cylinders sei durch 
eine gleichseitige Hyperbel und durch eine Normale 
zur Achse begrenzt. Der Scheitelpunkt der Hyperbel 
habe vom Mittelpunkt der Kurve die Entfernung 1, 
die Normale die Entfernung c (> 1 und in demselben 
Sinne gemessen), die Cylinderhöhe sei h. Der In- 
halt des Körpers soll berechnet werden. 

Auflösung. Die Planimetrie zeigt elementar, dafs die 
Grundfläche 

G = c^c^ — 1 — ig(c + yc2 — 1) 

ist. (Die halbe Begrenzungssehne ergiebt sich als ^ = 'j/c^ — 1.) 
Der Inhalt des Körpers wird J=Gh. ^ 

Bemerkung. Die elementare Entwickelung findet man 
z. B. in des Verfassers Methodischem Lehrbuch, Bd. HI, 
Seite 41 (§ 60). 
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Ist statt der Soheitelentfemimg 1 die Entfenmng o^ 
gegeben, und die Entfernung der Sehne vom Mittelpunkte 
gleich Cif so wird die Grundfläche 

ff ^ = Ci y Ci — a 1 — ai lg , 

und dabei ist die halbe Sehne ^ = K^i — «i . Die Pfeil- 

höhe des Bogens wird ^^=01 — Oj . Ist nun der Körper 
gegeben, so kann man an ihm g^ und d^ messen und a^ und 
q aus den Gleichungen 

2 

^ = c! — aj = (Ci + ai)(Ci — «1) 

und 

^ = ^1 — «1 
bestimmen. Durch Division erhält man 

und nun durch Addition und Subtraktion 

2 , ä-& 2 j i2 

Die Werte c. = ^ , — ^ imd a. = ^ , — ^ sind nun in 

die Flächengleichung einzusetzen. 

104) Ein dreiseitiges Prisma habe das spezifische 
3 
Gewicht jp' = — und die Grundkanten 3, 4, 5 und 

eine Höhe ?=10. Es werde mit horizontalem l so 
ins Wasser gelegt, dafs die Kanten 5 ganz aufser- 
halb, die Kanten 3 ganz innerhalb des Wassers 
liegen, während die Kanten 4 dem spezifischen Ge- 
wicht entsprechend eintauchen. Es soll untersucht 
werden, ob der Körper in dieser Lage im Gleich- 
gewicht oder ob ein Kräftepaar vorhanden ist, wel- 
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ches ihn in Drehung versetzt. Im letzteren Falle 
soll das Moment jpe des Kräftepaars bestimmt werden. 
Zur Auflösung: Durch den Schwerpunkt der richtig 
gelagerten Dreiecksfläche lege man die senkrechte Schwer- 
kraft jp, durch den Schwerpunkt der verdrängten Wasser- 
masse den entgegengesetzt gerichteten Auftrieb — jp. Die 
Entfernung e der beiden Kräfte ist zu berechnen imd das 
Moment M zu bilden. 



4 




^^' 

>" 
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n. Schiefe und abgeschrägrte Prismen und Cylinder. 

105) Der Übergang vom senk- 
rechten Prisma zum schiefen kann 
folgendermafsen geschehen: Man führe 
im ersteren irgend einen Schrägschnitt, 
der sämtliche Seiten trifft und setze den 
einen der abgeschnittenen Teile mit der 
ursprünglichen Grundfläche so auf die 
des andern, dafs ein Prisma mit schrägen ^ 
Parallelflächen entsteht. So ist in Fig. 12 
der obere Teil A^1B^G^A,^'B<^C^ in die 
Lage ABOA^B^Cg gebracht. — Um- 
gekehrt kann man ebenso vom schiefen 
Prisma zum senkrechten übergehen. Sind 
dabei die Kanten nicht lang genug, um 
einen Normalschnitt zu ermöglichen, der 
sämtliche trifft, so denke man sich das 
Prisma auf das w-fache verlängert und 
betrachte nach der Erledigung den w*®^ 
Teü des neuen Körpers. 

106) Daraus folgt für den Inhalt * 
jedes schiefen Prismas die Formel: Aj 

1) j^m, 

wo l die Länge der Seitenkanten, N die Fläche ihres Normal- 
schnitts ist. 

Betrachtet man die schräge Grundfläche G als horizontal 
und bezeichnet man die zugehörige Höhe mit Ä, so ist nach 
Bd. I, § 209 der Inhalt des schiefen Prismas auch 

2) J^Gh. 

Aus beiden Formeln folgt Gh = Nl oder 



C 



Q 




Fig. 12. 
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3) N^G-j^ Gcosa^Gsinß, 

wobei a der Winkel zwischen l und Ä, ß der Neigungs- 
winkel von l gegen die Grundfläche G ist. Der Normal- 
Schnitt ist gegen die Grundfläche ebenso geneigt, wie l gegen 
die Höhe h. Er ist die Orthogonalprojektion der letzteren. 

107) Schwerlinien. Da bei dieser Projektion die 
Halbierungspunkte einander entsprechender Kanten zu- 
sammengehören, so sind, wenn G dreieckig ist, die Mittel- 
linien von N die Projektionen der Mittellinien von 6r, ihr 
Durchschnitt also die Projektion des Durchschnitts der 
letzteren, d. h. der Schwerpunkt Sn des Normalschnitts 
ist die Projektion des Schwerpunkts Sg der Grund- 
fläche. Folglich: 

Sämtliche Schnittflächen des unbegrenzten drei- 
seitigen Prismas haben ihre Schwerpunkte in der- 
selben Schwerlinie. 

Ist das Prisma ein vierseitiges von willkürlich gestalteter 
Form (das überschlagene Viereck sei dabei ausgeschlossen), 
so läfst es sich in zwei dreiseitige zerlegen, von denen das- 
selbe gilt. Aus den Schwerpunkten der beiden Dreiecke 
der Grundfläche findet man den Schwerpunkt des Vierecks 
z. B. dadurch, dafs man die Verbindungslioie jener Schwer- 
punkte im umgekehrten Verhältnis der Dreiecksflächen teilt. 
Das Teilungsverhältnis ist im Normalschnitt dasselbe. 
Folglich ist auch beim vierseitigen Prisma der Schwerpunkt 
des Normalschnitts die Projektion des Schwerpunktes der 
Grundfläche. So kann man fortfahren bis zum n-Eck und 
zu krummlinig begrenzten Flächen. Folglich gilt der Satz: 

Beliebig gerichtete Schnitte jedes Prismas (oder 
Cylinders), welche alle Seitenkanten treffen, haben 
ihre Schwerpunkte in derselben Schwerlinie (Schwer- 
punktsachse). 

108) Man vergleiche damit die Eiitwickelungen von 
§§ 49 und 50 von Bd. I, wo ganz allgemein der Satz aus- 
gesprochen war, dafs der Schwerpunkt eines homogenen 
Punktsystems senkrecht über dem Schwerpunkte der senk- 
rechten Projektion des Punktsystems liegt, und dafs er der 
Punkt mittleren Abstandes von der Projektionsebene ist. 
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Dies läfst sich für homogene Ebenen einfach in folgender 
Form aussprechen: 

Jede homogene ebene Fläche hat ihren Schwer- 
punkt senkrecht über dem Schwerpunkte der or- 
thogonalen Projektion. 

(Dies läfst sich auch auf die schräge Parallelprojektion 
übertragen^ d. h. der durch den Schwerpunkt der Ebene 
gehende Parallelstrahl geht auch durch den Schwerpunkt 
der SchrägprojektioD.) 

109) Projiziert man aber eine homogene gekrümmte 
Fläche auf eioe Ebene, so geht die homogene Punktverteilung 
nicht in eine homogene über. Der Schwerpunkt der nicht 
homogenen Projektionsfläche fällt im allgemeinen nicht mit 
dem der homogenen projizierten zusammen, also gilt der 
Satz für krumme Flächen nicht allgemein, auch 
nicht für Systeme ebener Flächen. 

Ebensowenig gilt der Satz allgemein von der Umrandung 
einer ebenen Fläche. Während nämlich alle Elemente / 
einer ebenen Fläche in der Projektion Elementen f cosa entr 
sprechen, wo a überall derselbe Neigungswinkel ist, erhalten 
die verschieden gerichteten Linienelemente der Umrandung 
verschiedene Neigungswinkel. Die Projektion der homogenen 
Umrandung wird also nur innerhalb jeder Geraden homogen, 
nicht aber im ganzen Verlaufe. Also: 

Die senkrechte Projektion einer ebenen Um- 
randung hat ihren Schwerpunkt im allgemeinen nicht 
senkrecht unter dem der Umrandung. 

Für jede Schar paralleler Schnitte eüies unbegrenzten 
Cylinders oder Prismas geben die einzelnen Umrandungen 
im allgemeinen eine besondere Schwerlinie. Nur in be- 
sonderen Fällen (z. B. Symmetrie und Regelmäfsigkeit) 
gleichen sich die Unterschiede so aus, dafs der vorige Satz 
richtig bleibt. 

Aus dem in den §§ 105 bis 109 Gesagten lassen sich 
verschiedene Sätze ableiten. 

110) Wird ein senkrechtes Prisma schräg ab- 
geschnitten, so ist der Inhalt des abgeschnittenen 
Teils gleich dem Produkte aus dem Normalschnitt 
(Grundfläche) und der die Schwerpunkte beider 
Grundflächen verbindenden Achse. 
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Beweis. Man denke sich die Grundfläche (den Nonnal- 
schnitt) in lauter gleich grofse Flächenelemente eingeteilt 

und über jedem Elemente ein 
Prisma errichtet, dessen Höhe 
z. B. die gröfste der zugehörigen 
Höhen des kleinen Körpers ist. 
■^9 (Dabei entsteht oben nicht eine 
ebene, sondern eine treppenförmige 
Begrenzung, und die Inhalts- 
summe der Prismen wird z. B. gröfser 
als der Inhalt des Körpers. Läfst 
man aber die Elemente der Grund- 
fläche unendlich klein werden, so 
verschwindet dieser Unterschied in 
ähnlicher Weise, wie bei dem in 
Bd. I, § 230 besprochenen Pyra- 
midenproblem.) Die Inhaltssumme 
der Prismen wird: 




Fig. la 



« ^r ^i + ^ 2 + • 



. + fnK = A^i +Ä2 + .., +Ä„) 
+ Ä„ ^ Äi + A2 + • • • + Ä» 



n n 

also gleich dem Produkte aus G und der mittleren Höhe. 
Diese mittlere Höhe ist aber die Gerade Ä«, die die Schwer- 
punkte S^ und S2 der beiden Grundflächen verbindet; also ist 

Dasselbe gut vom schräg abgeschnittenen Cylinder mit be- 
liebiger Grundfläche. 

Ist h8 = Of so ist e7== 0. Legt man also durch den 
Schwerpunkt des obigen Schrägschnittes einen Normal- 
schnitt, so bleibt der Inhalt des Prismas ungeändert. 

111) Man projiziere S^ auf die obere Fläche, dann wird 
fi^D = Ä« cos a = k. Gleichzeitig ist Gg = ^ 



denn die 



cos a 



beiden Grundflächen bUden denselben Winkel miteinander, 
wie ihre Normalen h und Ä«. Demnach ist G^h^^G^hs^ 
Polglich: 

Wird ein schiefes Prisma (oder Cylinder) normal 
abgeschnitten, so ist der Inhalt gleich dem Pro- 
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dukte aus der Grundfläche und dem Abstände des 
Schwerpunkts des Normalschnitts von der Grund- 
fläche. Er ist aber auch gleich dem Produkte aus 
Normalschnitt und Schwerpunktsachse. 
Bemerkung: Beim dreiseitigen Prisma ist 

, fei + ^2 + h 
K 3 > 

wo hl, Ä2, A3 die drei Seitenkanten sind. 

112) Wird das Prisma oder der Cylinder beider- 
seits schräg abgeschixitten, so ist der Inhalt gleich 
dem Produkte aus Normalschnitt und Schwerpunkts- 
achse und auch gleich dem Produkte aus einer der 
Grundflächen multipliziert mit dem Schwerpunkts- 
abstande der andern Grundfläche von ihr; also: 

Der Beweis ergiebt sich aus der Betrachtung der beiden 
einzelnen Teile, die durch einen Normalschnitt entstehen. 
Besonders einfach wird er, wenn man durch den Schwer- 
punkt des einen Schrägschnitts einen Normalschnitt legt, 
der nach Obigem den Inhalt nicht ändert. 

113) Wird ein senkrechtes Prisma (oder Cylinder) 
schräg abgeschnitten, so ist der stehenbleibende 
Mantel gleich dem Produkte aus dem Umfange u 
der Grundfläche (Normalschnitt) und der zu dessen 
Schwerpunkte gehörigen Höhe; also M=uha> 

Beweis. Man teile die Umrandung der Grundfläche 
in lauter gleiche Ldnienelemente ein und denke sich über 
jedem Teilchen ein im Mantel liegendes Rechteck errichtet, 
dessen Höhe z. B. gleich der gröfseren der beiden zugehörigen 
Höhen sei Bei unendlicher Kleinheit der Elemente ist die 
Inhaltssumme der Rechtecke wiederum gleich dem Flächen- 
inhalte des Mantels. Also ist (für die Grenze): 

M^ ^Äl + ^2*2 + •• . + Wn = Z(Äi + Ä2 + • • • + An) 

,Äi + A2 + • • • + Ä» Äi + Ä2 + • • • + An 
___ ^^ __ 1^ ^ 

n n 

Nim ist aber der Schwerpunkt von u der Punkt mittleren 
Schrägabstandes von der schrägen Schnittfläche. Ist dieser 
Abstand Ä^, so ist also M^uha» 
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Bemerkung. Bei dieser Betrachtung haben sämtliche 
Rechtecke dieselbe Breite L Würde man dagegen den B.and 
der Schragflache in gleiche Teile zerlegen und nun mit Hilfe 
von Parallelen zu den prismatischen Kanten Parallelogramme 
bUden, so würden diese gruppenweise verschiedene Normal- 
breiten li, ^2 • • • erhalten. Die obige Betrachtungsweise 
würde also unbrauchbar werden. Noch einmal sei darauf 
hingewiesen^ dafs ho im allgemeinen nicht durch den Schwer- 
punkt der Umrandung des Schrägschnittes geht. Über den 
Mantel lassen sich daher nicht ähnlich^ wie über den Inhalt 
mehrfache Berechnungsformeln aufstellen. Um Zweifel zu 
vermeiden, ist es daher vorzuziehen, überall nur von Normal- 
schnitten zu reden.*) 

114) Ist das Prisma oder der Cylinder beider- 
seits schräg abgeschnitten, so ist die Mantelfläche 
M=ulaf wo u die Umrandung eines Normalschnitts, 
la die zu desseji Schwerpunkte gehörige Körper- 
länge ist. 

Der Beweis wird wiederum an den beiden durch den 
Normalschnitt entstehenden Teilen geliefert. 

115) Sind die Grundflächen eines schrägen 
Prismas oder Cylinders parallel, so liegt der Schwer- 
punkt des Körpers im Halbierungspunkte der 
Schwerlinie, welche die Schwerpunkte der Grund- 
flächen verbindet. 

Projiziert man den Schwerpunkt auf beide Gnmd- 
flächen, so können die Projektionen beide innerhalb der Grund- 
flächen, oder beide aufserhalb liegen, jedoch ist auch der 
Fall möglich, dafs die eine Projektion innerhalb, die andere 
aufserhalb fällt. Der Körper kann also entweder auf beiden 
Grundflächen frei stehen, oder er kann es auf beiden nicht, 
oder er kann es wohl auf der einen, aber nicht auf der 
anderen. Die Möglichkeit des dritten Falles erkennt man 
leicht am Beispiele eines Prismas, dessen Grundflächen gleich- 
schenklige Dreiecke sind, in deren Höhe die Projektion der 
durch die Spitze gehenden Seitenkante fällt. (Ein sym- 



*) Ein vielFerbreitetes Lehrbach and eine Anfgabensammlang 
haben die angedeuteten Fehler nicht vermieden, worauf Steiner, 
Zehme und andere hingewiesen haben. 
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metrisches Verhalten beider Grundflachen gegen den Körper 
findet also im allgemeinen nicht statt.) 

116) Mit dem Mantel des schrägen Prismas findet diese 
Einfachheit nicht statt. Der Schwerpunkt des Mantels liegt 
im allgemeinen nicht in der Linie^ welche die Schwer- 

g unkte der Umrandungen der Grundflächen verbindet. Die 
eitenfläcben verhalten sich nämlich nicht wie die Grund- 
linien, sondern wie die Seiten eines behebigen Normalschnitts. 
In Fig. 14 sind zwei Nachbarflächen eines solchen Prismas 
dargestellt, die nicht in senkrechten Ebenen liegen sollen. 




Fig. 14. 

Sind Si und 82 die Schwerpunkte der beiden Flächen, so 
ist 81 82 im umgekehrten Verhältnis der Flächen, also auch 
im umgekehrten Verhältnis der Linien EF^ \md JEF^ eines 
Normalschnitts zu teilen. Sind femer H^ und H2 die 
Halbierungspunkte der Linien eines solchen, so findet man 
den Schwerpunkt dieser Linien, wenn man H^H^ in dem- 
selben Verhältnis teüt. Legt man durch den so gefundenen 
Schwerpunkt von EF^ und EF2 eine Parallele zur Seiten- 
kante l, so geht diese Parallele durch den Schwerpunkt der 
beiden Flächen. Dasselbe gut für je zwei andere Nachbar- 
flachen. 

Daraus folgt: Der Schwerpunkt des Mantels eines 
schrägen Prismas oder Cylinders liegt in den Paral- 
lelen zu den Seitenkanten, die durch den Schwer- 
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punkt der Umrandung eines Normalschnitts geht. 
Die Parallele wird durch ihn halbiert 

Nur in besondereren Fällen fallt diese Parallele mit der 
Greraden zusammen^ welche die Schwerpunkte der Grund- 
flachenunurandungen verbindet. 

117) Bemerkung. Die Schwerpunkte für Prismen 
und Prismenmäntel^ deren Grundflächen nicht parallel sind^ 
sollen erst später bestimmt werden. — 

Die Berechnung der bei Prismen auftretenden Winkel 
kann zum Teü erst gegeben werden, nachdem die Formeln 
zur Berechnung dre^antiger Ecken entwickelt sind. Auf- 
gaben, die der Formel J= Gh entsprechen, sind so einfach, 
dais sie nicht besonders erwähnt werden sollen. 



m. Obungsaufgaben über allgremeine Prismen 
und Cylinder und ihre Abschräsrungren. 

118) Die Grundfläche eines senkrechten drei- 
seitigen Prismas habe die Seiten Oj, «2^ %> ®s werde 
abgeschrägt durch einen Schnitt, der die Höhen ä^, 
Ä2, hg. giebt. Der Körper soll berechnet werden. 

Auflösung. Grundfläche: 

ö^ = 4yK+«2+%)(---ai+ai+a8)(«i— «2+a3)K+«2— %)> 

Höhe über dem Schwerpunkte der 
Grundfläche: 

, _ Ai + Ä2 + Äg 




^ 



Inhalt des Körpers: 



T n^ + *2 + ^s 
e/=6r , 



Mantel: 




jj-^^ \ +^ 3 , ^h+h 



Fig. 16. 



+ «2 



+ (h 



2 

Äi +Ä2 



Er ist auch gleich uha = («i + «2 + a^Ky folglich ist die 
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Höhe über dem Schwerpunkt der Umrandung der Grund- 
fläche: 

^ __ ai(h + h) + ^2{h + h) + «3(^1 + h) 

2(ai + a^ + «s) 
Die Seiten des Schragschnittes bestimmen sich als 

h, = i a\ + (h, ^"^ , b, = ial + (h- Kf, 

Die Schrägfläche ist 

F=- jth + h + h) (- h + h + h)(h — h + h) (h + h- *s). 

c 

Die Neigung der Schragfläche bestimmt sich aus cos a = -=. 

Weitere Fragen haben nur planimetrisches Interesse, 
z. B. die Berechnung der Lage der Schnittlinien beider Ebenen, 
die mit Hilfe der Schnittpunkte von a^ und b^ bezw. Og und 
&2 zu bestimmen ist. 

119) Ein Rechteckskörper mit den Grundlinien 
a und b werde so abgeschrägt, dafs die Höhen Äj, Ag, 
A3 entstehen, von denen 
hl und A2 der einen Grund- "^ 
linie a, h^ und A3 der einen 
Grundlinie b angehören. 
Die Höhe A4 soll be- 
stimmt und der Körper be- 
rechnet werden. 

Auflösung. Die Schräg- 
fläche Ai Bi Gl Dl wird ein , 
Parallelogramm, folglich wird ^ 
hl — A4 = Äg — A3 oder 

h "T A3. 



A4 = Ai — 
Femer ist A, 







und ebenso grofs ist A 
Der Inhalt ist 



Fig. la 



die Mantelfläche: 

Jl = 2(a + 6)Aa ^(a + b) (Aj + A3). 

Holzmüller, Stereometrie. II. 6 
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Für die Schragflache ist 

die Diagonale 



rfi = ya^ + 62 + (Ai-A3)S 
also 

2^= ^y(&i + «'2 + rfi)(- 61 + 62 + d,)(h -h + d,)ib, + b,- d,). 
Die Neigung der Schragflache gegen die Grundfläche be- 
stimmt sich aus cosa = ^. Auch die Lage der Schnitt- 
linie beider Ebenen ist leicht zu berechnen. 

120) Über einem Halbkreise stehe ein (ver- 
allgemeinerter) Cylinderhuf von der Höhe AB = h, 
dessen Schrägfläche durch den Durchmesser 2r ge- 
legt ist. Der Körper soll berechnet werden. 

Auflösung. 

CS =^4^ (vgl. § 66), hih^CSir, 



3n 




folglich 



h* CS ^4h 
T 3n 



folglich Inhalt: 



-r r'^n , 2r2Ä 



n 



folglich 



Fig. 17. 

demnach Mantel: 



K^ 



h' CH 2h 



7t 



Schrägfläche: 
F = 



M=r7th„ = 2r 



G 



cosa 






Der elliptische Bogen ist nur mit höheren Hilfsmitteln 
genau zu berechnen. Ist ün besonderen Falle h = r, so 
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wird ^=|^^ M=^2r^, F^r^jtV^. Die Abwickelung 

von M giebt als Fläche der entsprechenden Sinuskurve 
F=^2r^f also für r = 1, JP== 2. (Anwendung auf einander 
normal durchdringende Kreiscylinder von gleichen Durch- 
messern, auf Rohrleitungen, die einen rechtwinkligen Knick 
machen und auf die unten zu besprechenden Gewölbe.) 

Bemerkung. Demnach ist ein entsprechend ab- 
geschrägter senkrechter Cylinder mit Halbkreis als Grund- 
fläche ebenfalls leicht zu berechnen. Hier soU aber sofort 
die allgemeine Abschragung behandelt werden. 

121) Über einem Halbkreise vom Radius r stehe 
ein senkrechter Halbcylinder. Dieser sei un- 
symmetrisch abgeschrägt, so dafs zu den End- 
punkten des Durchmessers AB die Höhen h^ und Äg, 
zu dem Endpunkte des normalen Halbmessers MG 
die Höhe A3 gehören. 
Der Körper soll be- 
rechnet werden. 

Auflösung. Zunächst 

Im Trapez MCC^M^ 
denke man sich durch 
den senkrecht über dem 
Schwerpunkte S der 
Grundfläche liegenden 
Punkt Si eine Parallele 
zu MC gelegt, dann 
wird, w^enn man MS 
4r 



= ~ — = e setzt, 

O 7t 

(h,n — K) : (hs — A3) 
= e :{r — e), 
also 




'k::..-l- 



i*» 



h 



IC--'' 



\ 



^mf 



K 




Äi +\ 



^ ^ K{r — e) + \e ^ 



4r\ , , 4r 
onj 6 71 



r 



(Ai + A2)(3^ — 4) + 8Ä3 



6jr 



6* 



84 L Prismen nnd Gylinder. 

Daraus folgt der Inhalt: 

J-= ?^ Ä. = g [(Ä, + Ä,) (3« - 4) + 8A3]. 

Ebenso berechnet sich für den gekrünunten Teil M des 
Mantels die Höhe h^ als 



^ ^ Ki{r — ßi) + Ägei 2 \ TT / ^ * JT 



(-1)+*. 



r r 

_ (fei + h^) (jr — 2) + 4^3 

2jr 

also 

M^ = r jrÄ, = ^ [{\ + Äjj) (jr — 2) + 4Ä3]. 

Der ebene Teil des Mantels wird 

M^ = 2rÄ« = r(Äi + Äg). 
Die Summe der Seitenflächen wird 

Jf = Jfi + Jlf^ = ^ [(Äi + A,)^ + 4Ä3]. 

(Diese konnte auch mit HUfe des Schwerpunktes der 
Umrandung r(7r + 2) der Grundfläche gefunden werden. Die 
zu diesem gehörige Höhe h' a folgt aus uJi a = Jlf als 

j, _M ^ {\^ h,)7t + 4^3 
^ w 2(jr + 2) '^ 

Um die Schrägfläche zu berechnen, denke man sich in 
der Grundfläche mit Hilfe von AB und der Tangenten 
in Ä, S und C ein Rechteck gezeichnet, in der Schrägebene 
mit Hilfe von Ä^B^ und der Tangenten in ^^^ und C^ 
das zugehörige Parallelogramm. So entsteht ein unsym- 
metrisch abgeschrägter Rechteckskörper, dessen Höhen der 
Reihe nach sind: 



h.= 



2Äg + Äj — Äj 
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Die zu hl und h^ gehörige Diagonale der Schrägfläche wird 

dl = y(2r2 + r^) + (hl - h,Y 
oder 



Die Parallelograrmnfläche ergiebt sich als 

F^ = \-iih + fc, + d^) (-&1 + «»9 + di)(«'i-&. + <k) ih +h-<k)> 

,yob,=^\(h,-\Y+ir^ 6,=|/^±^p2^)+r, ist. 

Die Fläche der Halbellipse ist F=jFi. 

Die Neigung der Schrägfläche bestimmt sich aus 

2»-» nr^ 
cosa = ^^j^. 

Das EiQsetzen der gegebenen Werte in die Schlufsformehi 
macht diese so kompliziert, dafs* es bequemer ist, mit den 
entwickelten Hilfswerten zu rechnen. 

122) Über einer Ellipse mit den Halbachsen a 
und b stehe ein schräger Cylinder von der Höhe h 

und der Achsenneigung a, die sich aus sina = — 

bestimmen soll. Die Projektion der Achse soll in 
die Richtung von a fallen. Der Körper soll be- 
rechnet werden. 

Auflösung. Inhalt: 

h 

e7= Gh = ahnll sina) = ahnl— = h^nl = NL 

^ a 

Der Normalschnitt N ist also ein Ejeis, so dafs es sich 
lun den parallelflächig abgeschrägten gewöhnlichen Kreis- 
cylinder handelt. Daraus folgt für den Mantel: 

h CL 

M=2bnha = 26jr?== 2h7z— — = 2b7ih • ^ = 2ajth. 

sma 

Die gesamte Oberfläche wird: 

= 2feji:Z + 2afejr«26jr(Z + a) = 26jr(Ä| + aj=-2a:rr(Ä + 6). 
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133) Bemerkung. Die Abwickelung der &Iantelfläche 
giebt eine Fläche, die von Bwei Parallelen von der länge 

l ^ h^ (und vom gegenseitigen Abslande 2&n) und v<m 

zwei Sinoiden begrenzt ist. Diese Kurven gehen im Falle 

Sinuskurven über. Die Siniuikurve ist ia 



i=n 



Fig. 150 von Bd. I gezeichnet Verkürzt man dort alle 
Lote in konstantem Verliältnis, so entstehen Sinoiden an 
Stelle der SinuHkur\'en. 

In ähnlicher Weise sind Aufgaben über schräge Prismen 
zu behandeln, deren NormalBclmitt ein regehnäfsigee n-Eck ist. 



IV. Anwendungren auf TonnepgrewÖlbe und die daraus 
abzuleitenden Kreuzgrewölbe. 
124) Das cylindriflche Tonnengewölbe hat als 
Leibungsfläche den Mimtel rnb oder „nfc, wenn rf=-2r 

die Spannweite, b die Länge der Widerlagsiinien AAi 
und BBj und der 
Scheitellinie CC^ 
ist. Jede der beiden 
Stirnflächen hat 

i^= -^. Gesamte 

Oberfläche = nrb 
+ r^H. Gewölbe- 

räum J^ — ^— • 

125) Legt man 
durch die Diagonalen 
AB, und j4|B senk- 
rechte Ebenen, so 
wird das Gewölbe 
in zwei Paare gleicher 
Teile zerlegt, die ge- 
sondert besprochen 
werden aollen. Das 
eme Paar (Fig. 20) 
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hat nur einen Scheitelpunkt G; jeder der zugehörigen Teile 
wird Gewölbewange genannt. Die Hälfte einer solchen 
darf als Hälfte eines Cvlinderhufß über dem Halbkreise 

betrachtet werden^ dessen Höhe gleich ^ ist. Sein Inhalt 
war in § 120 berechnet als 

und dies ist zugleich der Gewölberaum der einen Wange. 
Die Mantelfläche war als 

2rÄ = rfe = J & 

berechnet worden und dies ist zugleich die Leibungsfläche 
der einen Wange. 

126) Denkt man sich die beiden Wangen aus dem 
Tonnengewölbe aus- p 

geschnitten^ so bleibt 
ein Paar gleicher 
Teüe übrig, die als 
Gewölbekappen 
(Fig. 21) bezeichnet 
werden. Der Saum 
der Doppelkappe 
(welche die Scheitel- 
linie CG^ enthält) ^ 
ist der Unterschied Fig. 21. 

zwischen denRäumen 
des Tonnengewölbes und der Doppelwange, also gleich 







(37r — 4). 



6 
2 



Die einfache Kappe mit Scheitellinie — hat also den Gewölbe- 
raum 

J 



j^ (Sjt — 4) = — (3;7r — 4). 



Die Leibungsfläche der Doppelkappe ist, wie entsprechend 
gezeigt wird, 

JP\ = rnb — 2ri =- ri{7i — 2), 
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für die einfache Kappe ^ 



- eiMIt man also: 



Für den Sonderfall 6 — 2r, der praktiscli von Bedeutung 
ist, erhält man folgende B«sultate: 



Gewölbewange: J=^r*; 
Gewölbekappe: J=-^(3ji 



— 4); M^ 



127) Die rechtwinklige Durchdringung zweier kon- 
gruenter Halbcylinder 
nach Art der Fig. 22 
führt auf das Kreuz- 
gewölbe mit qua- 
dratischer Gnmd- 
fiftche. Dieses besteht 
aus vier kongruenten 
Kappen. Demnach 
ist der gesamte Ge- 
wölberaum: 

-4), 




die gesamte Leibungsfläche: 



cP(ji — 2). 

128) Anwendung 
auf das cylindrische 
Elostergewölbe mit 
regelmäfsiger Grund- 
fläche.*) 

Vorausgesetzt wird, 
dsXs die Mittellinien der 
Wölbungsflächen Kreis- 
bogen sind, die Kanten 
F]g.3S; also elliptisch. Ist q 

*) Man kanu neben dem £loBtergewOlb« mit kreücylindriBohen 
Flächen anch aodare nnteranchen, bei denen die Fl&chen der 
eUiptischeD, paraboliBchen , cykloidiBcben and sonstiger Cylinder aar 
Geltung kommen. 



Anwendungen auf Tonnengewölbe etc. 89 

der Radius des Inkreises der Grundfläche^ b die iJlnge 
der Widerlagslinien, dann ist der Gewölberaum der Eüizel- 

kappe ^^, der gesamte Gewölberamn also: 

T Q^^ qUc X 180»\ 2wß3 1800 

= :^63eot^MOo. 
12 n 

Die Leibungsfläche wird 

^ X o .. 1800 n,, 1800 

2^= wo6 = 2wp2 tan = 776^ cot . 

^ ^ n 2 n 

Handelt es sich z. B. um das regelmäfsige Sechseck, 
so ist 

6 

2 



Q-öi^^ 



also 



oder auch 



dagegen 






yä 



Beim Quadrat würde sein: 

b 

also 

3 4 3 3 ^ 

J hat einn sehr einfache Bedeutung, denn es handelt sich 

2 
um — des zugehörigen Prismas, auch dann, wenn die Wöl- 
bungen elliptisch sind. (Vgl. Kugel oder Ellipsoid und 
Cylinder.) 
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129) Anwendung auf das rege Im äf 8 ige cylin- 
Bcbe Kreuzgewölbe von n-seltiger Grundfläche. 
In F^. 24 ist das 
Gebilde im GrundriTs 
für den Fall des Sechs- 
ecks gezeichnet Die 
Kappen sind durch 
Schraffierung in ihrer 
Wölbung veranschau- 
lichL Dabei hat jede 
Kappe den Inhalt 

und die LeU>ungsfläche 

—.— ?<'■- 

^e- ^ Der GesamtJnhalt ist 

also: ^äj 

die gesamte Leibungsfläche: 

•8 Sect 
& — d j/3 , also wird 



/. 


■Ä- 


.di3(^ 


-4,-fy3(,- 


-4) 


oder auch 










J. 




3, - 4), 






F- 


4- 


dß(^- 


2)-|<i>y3(x- 


-2) 


oder auch 










F. 


36' 
'iß 


(»-2)- 


|-y3(,-2). 
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130) Anwendung auf das Muldengewolbe, 

Denkt man sich das quadratische KJostergewölbe in 
der Mittellinie durchschnitten und zwischen beide Teile ein 
Tonnengewölbe eingeschaltet, so erhält man das Muideii- 



Fig.25. 

ge wölbe. Die Berechnung ist ein einfaches Ubungsbeispiel 
und bleibe dem I^eser überlassen. 

131) Andeutungen über vermischte Aufgaben. 
Mit den früher angewandten Hilfsmitteln sind noch lösbar 
Aufgaben über schräg abgeschnittene Cylinder, deren Grund- 
fläche ein allgemeiner Kreisabschnitt oder Kreisausschnitt 
ist. Auch der schräg abgeschnittene parabolische Cylinder 
läfst sich bezüglich des Inhalts behandeln, sobald der unten 
zu besprechende Schwerpunkt der Grundiääche bekannt ist. 
Dasselbe gilt vom elliptischen und hyperbolischen Cylinder, 
sobald die nötigen Vorkenntnisse vorhanden sind. Beim 
parabolischen Cylindermantel ist zwar der Umfang der 
Grundfläche, nicht aber die Schwerpunktslage der Umran- 
dung elementar zu bestimmen. Beim hyperbolischen imd 
elliptischen Cylinder ist auch die Berechnung der Umran- 
dung der Grundfläche nur mit höheren Hilfsmitteln durch- 
führbar. Die Schwerpunkte der Ellipsenabschnitte * und 
Ellipsenausschnitte lassen sich mit Hilfe der Cavalierischen 
Methode leicht aus dem der Kreisab- und -ausschnitte ab- 
leiten. So ist z. B. bei der Halbellipse mit Halbachse a 
als Symmetrielinie die Schwerpunktsentfemung vom Mittel- 
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punkte gleich -— . Ist dagegen b Symmetrielinie, so ist 

der Abstand gleich ^— . Auch mit Hilfe des Satzes, dafs 

die Parallel-Projektion einer ebenen Fläche ihren Schweiv 
punkt in der Projektion des Flächenschwerpunkts hat, giebt 
ohne weiteres die Schwerpunkte jener Ab- und Ausschnitte. 
Im Anschlufs an diese Bemerkungen läfst sich der Ubungs- 
stoff für diesen Abschnitt beliebig ausdehnen. 

Die Inhaltssatze über die cylindrischen Grewolbe lassen 
sich auf elliptische Grewolbe übertragen, indem man die 
Methode konstanter Verkürzung oder Verlängerung der Senk- 
rechten anwendet. Bei Verlängerung auf das i»-fache wird 
der Inhalt der n-fache. Für die Leibungsflächen aber ist 
diese Methode nicht anwendbar. 



Zweiter Abschnitt. 



Senkrechte Kreiskegel, regelmäfsige Pyra- 
miden nnd regelmäfsige Körper. 



A. Die wichtigsten metrischen Beziehongen. 

I. Metrische Beziehungen am Kreiskegel. 

132) Nach Bd. I § 255 ist der Inhalt: 

1) J^^Gh = l^rinh, 
die Mantelfläche: 

2) 3I=^r7is = rji /r^ + h^^^ s, 

die Oberflaehe also: 

3) = r^7t + rjis = r7i{r + s), 

der Winkel des Sektors, der durch Abwickelung auf die 
Ebene entsteht, ist, in Graden bezw. Bogen ausgedrückt, 

4) a0 = -360^ a=-2jt. 

s s 

133) Denkt man sich den Mantel in gleichschenklige 
Dreiecke von verschwindend kleiner Grundlinie zerlegt und 
deren Eckpunkte mit dem Mittelpunkte der einbeschriebenen 
Kugel verbunden, so erhält man lauter Pyramiden von der 

Höhe Qy also vom Gesamtinhalte M^. Dazu kommt noch 

der über der Grundfläche stehende Kegel mit jenem Kugel- 
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mittelpunkte als Spitze, der also den Inhalt hat G ~ hat. 
Ln ganzen erhält man also: ' 

SO dals 

3J Gh r^nh rh 

ö) e = -TT = -TT = 



r7t{r + s) s + r 

Der erweiterte Kegel hat noch eine Berührungskugel, welche 
die Gnmdfläche von anfsen berührt Macht man mit dieser 
dasselbe y wie vorher, so ist der äufsere Kegel abzuziehen, 
d. h. es wird 

|(Jlf-(?)=^|(0-2G)«J, 



also 
6) 


3J 


Gh 


f 


'^Tih 


rh 


^'-' M G~ 


' M G 


ms 


— r^n 


s — r 


Durch 


Multiplikation 


erhält rnan 


aus 


beiden 


Gleichungen: 




QQi = 


r2Ä2 r 


2Ä2 

A» 


-r» 




oder 


^2 y.2 


7) 




r - y^öi, 









d. h. der Grundradius des Kegels ist mittlere Pro- 
portionale zwischen den Radien der beiden Be- 
rührungskugeln. Die beiden letzteren sind gleichberechtigt. 

134) Errichtet man auf einer Tangentialebene des 
Kegels im Halbierungspunkte der Seite s ein I^ot, so trifft 
dieses die Höhe im Mittelpunkte der umbeschriebenen 
Kugel. Wird deren Eadius mit iJ bezeichnet, so ergiebt 
sich aus der Ähnlichkeit der entstehenden Dreiecke: 

— : jR = Ä : s, 
so dafs 

ist. 
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135) Der Hauptschnitt hat die Fläche rhy die auf 

rh 
einer Seite liegende Hälfte also JF\ = ^ , so dafs 



r^nh 



JF\ rh 



-&')" 



ist. Setzt man ^ r = 6«, d. h. gleich der Entfernung des 

o 

Schwerpunktes von JF\ von der Höhe Ä, so folgt: 

9) 2<9,jrJPi = J. 

Der durch Drehung der Fläche F^ um h ent- 
stehende Kegel hat also einen Inhalt, der gleich 
dem Produkte aus der Fläche und ihrem Schwer- 
punktswege ist. 

136) Der körperliche Schwerpunkt des Kegels hat 
nach Bd. I § 220 wie der jeder Pyramide die Höhenlage 

10) A. = |. 

Der Schwerpunkt des Mantels hat die Höhenlage 

11) K = \, 

denn so hoch liegt der Schwerpunkt jedes der kleinen Drei- 
ecke des Mantels. 

Um den Schwerpunkt der gesamten Oberfläche 
zu finden, hat man diesen Abstand im umgekehrten Ver- 
hältnis von G und M zu teUen, d. h. man erhält für um 
die Höhenlage 

Die horizontalen Querschnittsflächen des Kegels ver- 
halten sich aus Gründen der Ähnlichkeit wie die Quadrate 
ihrer Entfernungen von der Spitze, ihre Umfange verhalten 
sich wie diese Entfernungen selbst. 
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Der Sadius des mittleren Querschnitts bestimmt sich aus 



2 



r„,7ih = 



r^nh 



m 



als 

13) '■» = *"yi:' 



er hat also von der Spitze den Abstand * l/ö^« 

Ebenso könnte man den Radius der mittleren Mantel- 
schicht bestimmen aus 

2r,H7rÄ = rns 
als 



14) rL = 



rs r^W+r^ 



2h 2Ä 



Das eine Mal handelt es sich um den Cylinder gleichen 
Inhaltes, das andere Mal lun den Cylinder gleichen Mantels, 
jedesmal bei derselben Höhe. 

Der eigentliche mittlere Horizontalradius (des Haupt- 
schnittes) ist jedoch r^ = — . 

Die mittlere Höhe des Kegels bestimmt sich aus 



als 

15) Ä„, = - . 

Dabei handelt es sich um einen Cylinder über derselben 
Grundfläche, der mit dem Kegel im Inhalte übereinstimmt. 
Man hat sich dabei die Grundfläche in gleiche Ringstreifen 
eingeteilt zu denken, über denen Hohlcylinder zu errichten 
sind, die in der Kegelfläche endigen. 

[Ist die Zahl der Ringe unendlich grofs, so ist die 
Reihenfolge ihrer mittleren Radien durch 

gegeben. Die zugehörigen Höhen sind: 
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»('-|4).'(^-^).»(^-y!).-'»(^-y!)- 

Die mittlere Höhe erhält man mittels der Division der 
Smmne durch n. Diese giebt: 

i/I + i/!+t/?+... + i/» 



nh 
n n 

-L JL I- JL 

12 + 22 + 32 + ... +n2 



2 Ä 
Die Arithmetik zeigt, dafs es sich für n = 00 mn h — ä— = — 

ö ö 

handelt, was mit dem obigen übereinstimmt. Ist die Eeihen- 
simmiierung unbekannt, so ergiebt sich ihr Resultat aus 15).] 

137) Die mittlere Höhe jedes Elementardreiecks des 

Mantels ist iq demselben Sione gleich — . SoU ein Cylinder 

von gleicher Grundlinie denselben Mantel haben, so folgt 
in der That aus 

der Wert 

16) *- = f^ 

imd dieser kann als mittlere Höhe des Mantels betrachtet 
werden. 

[Man denke sich die Hälfte eines der Elementardreiecke 
dargestellt, dann sind die zu den zahlreichen gleichen Teilen 
der Grundlioie gehörigen Höhen der Reihe nach 

Is 2s 35 s 

y y y * * *y '• y 

n n n n 

die mittlere Höhe ist also: 

12 3 

n'^n'^ '"'^n 1 + 2+.. .+n 1 

n w2 2 

für w = 00 .] 

Holzmüller, Stereometrie, n. 7 
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138) Die so bestimmten mittleren Höhen dürfen nicht 
verwechselt werden mit dem mittleren Abstände der homogen 
verteilten Punkte des Kegelkörpers oder der Mantelflache 
von der Grundfläche, denn dies führt auf die Höhen ha und 
AJ der Schwerpunkte. 

[Soll der Mantel durch Horizontalschnitte in gleiche 
Flachenstreifen eingeteilt werde^n, so sind die Schnitte in den 

Entfernungen äT/— , ä|/— , A|/— , . . ., ä1/— von der Spitze 

zu führen. Für imendlich grofses n ist die mittlere Ent- 
fernung von der Spitze: 



n^f,^'-^n 



^kii+ii+iii+j^^h, 



n ±3 



n* 



yras den Abstand des Schwerpunktes von der Spitze giebt. 

Soll der Kegelkörper durch Hoiizontalschnitte in inhalts- 
gleiche Schichten eingeteilt werden, so sind die Schnitte in 

den Entfemimgen ÄJ/— , ä|/— , AV— , ..., h\/— zu suchen. 

Der mittlere Abstand der Schichten wird für n = oo: 

n A4' 

Auch dies ist der richtige Schwerpunktsabstand von der Spitze. 
Auch hier kann man auf die Eichtigkeit der Summierung 
aus dem Werte von A, schliefsen.] 

139) Eine grofse Anzahl von metrischen Beziehungen 
eigiebt sich auf planimetrischem bezw. arithmetischem Wege. 
Aus der Ähnlichkeit der besprochenen Dreiecke folgt z. B.: 




• 

also ist: 




h-Q 


JL 


= e- 


■ ei> 




o 




17) Ä = 


Ol Q 


2r» 

Hl 1 


- , oder 
9 


1 

Qi 


1 

Q 


2 

h 


Qi 


• 
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Wie r mittlere Proportionale zwischen q^ und q ist, so ist 
5 mittlere Proportionale zwischen (ä + q^ mid (Ä — q), Eb 
folgt also: 

IS) ,._,» + ,j,»-„_^,(|±i)-.,.^)-, 

also: 

r Q^ — Q G' 

^2 _]_ ^2 

Aus B = — ^T — folgt durch Euisetzung von r^ = qq^ und 



Qi — Q 

1Q\ V^ (Qi + QY ^S Qi + Q ^s^ q^ — q 

MQi — q) r 4 r2 4 * 

Man suche z. B. noch folgende Formeln abzuleiten: 

7 = 



Q M — G s — r^ yj|f2 Q2 



■ lA — ^ l/s + r 

(Zu den letzteren vergleiche man auch die planimetrischen 
Formeln: 



l/ {Si — a){Si — b){Si — c) l/s^^^^^W^^ 

«=K ^ ' ^^ = K — ^:^ — ' 

obwohl sie sich unmittelbar aus — imd q^q ergeben.) Man 

suche besonders Formehi zu finden, durch welche ein Stück 
durch nur zwei andere bestimmt wird, wie z. B. A, s, r, B 
ausgedrückt durch q und ^i, so dafs z. B. folgt: 

Qi — Q 

O 2 O ..2 2 



Qi — Q ^ Qi — Q 

— Noch eine geometrische Bemerkung sei gemacht.. 

•7* o 



o 

O ' 
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Legt man durch den Kegel einen die einbeschriebene 
Kugel berührenden Horizontalschnitt, so folgt aus a+^=180^, 

1+1 = 90% also 




dafs 



Fig. 26. 



< -4 Jkf jB = 90^ ist Da- 
raus folgt, dafs Q mittlere 
Proportionale zwischen r 
und X ist. Soll sich 
also einem Kegel- 
stumpfe eine Kugel 
einbeschreibenlassen, 
so mufs die halbe 
Höhe des Stumpfes 
mittlere Propor- 

tionale zwischen den 
Radien r und x sein. 
Dabei ist zugleich: 

ÄD + BC=2DG, 

d. h. die Summe der 
schrägen Seiten des 
Trapezes ist gleich 
der der beiden Par- 
allelen. 



n. Hetrische Beziehungen an der regelmässigen 

Pyramide. 

140) Errichtet man im Mittelpunkte eines regelmäfsigen 
Vielecks auf dessen Ebene ein Lot von beliebiger Ijänge, 
und verbindet man dessen Endpunkt mit den Ecken des 
Vielecks, so erhält man die Kanten einer Pyramide, die unter 
Erweiterung des BegriflFs der ßegelmafsigkeit als regel- 
mäfsige Pyramide bezeichnet werden soll. Ist die Anzahl 
der Vielecksseiten unendlich grofs, so erhält man den senk- 
rechten Kreiskegel als besonderen Fall. 

Mit Rücksicht auf den folgenden Abschnitt soUen die 
Grundkanten mit k^, die Seitenkanten mit A, die Grund- 
fläche mit 6?!, die Seitenflächen mit G bezeichnet werden. 
Kach Cavalieri und nach Bd. I, § 237 ist die Inhalts- 
formel: 
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1) «^= ttG^iÄ = -p^hirh = TTT^i^ cot — 

^ «1.x ^ w, 2 . 2jt 

= — r*Ä tan — = — Art sin — . 
3 w 6 n 

Dabei bedeutet r den Radius des der Grundfläche ein- 
beschriebenen Kreises, r^ den des ihr mnbeschriebenen. Der 
erstere dieser Kreise giebt mit der Spitze verbunden den 
der Pyramide einbeschriebenen Kegel, der letztere den ihr 
umbeschriebenen Kegel. Die dem ersteren angehörigen Be- 
rührungskugeln mit den Saxüen q und q^ sind zugleich 
Berührungskugeln der Pyramide; die dem letzteren an- 
gehörige umbeschriebene Kugel mit Radius iJ ist zugleich 
umbeschriebene Kugel der Pyramide. 

141) Auf dieselbe Art, wie beim Kreiskegel, wird ge- 
zeigt, dais: 

2) J-= I öß + 1 G^Q = |{nö + Gl) = |(-af + öl) = |0 

ist. Dabei ist M der Mantel der Pyramide, die Oberfläche 
aber: 

3) = nö+6?i = Jlf+Gi=J*i(5 + r) = J*i(yr2 + Ä2 + r) 

= nrtan-(yr2 + A2 + r). 

Hier ist 5 die Höhe der Seitenflächen. Der Ausdruck kann 
nach Vorgang von 1) noch auf mancherlei andere Art 
dargestellt werden. 

142) Ganz ebenso ist im Hinblick auf die zweite Be- 
rührungskugel : 

4) J-=|öei-^öiei = |(«ö-öi) = |(jf-(?i) 

= |{0-26?i). 

Aus diesen Gleichungen folgt z. B.: 

-. SJGnh Gih 

5) e = -pr= ~ 



6) ei- 



M+G' 
3J Gih 



— 2öi M—Gl' 
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Im Hinblick auf den einbeschriebenen Kegel findet man^ 
wie im vorigen Abschnit: 

7) *-=y^, 

im Hinblick auf den umbeschriebenen Kegel als Radius der 
umbeschriebenen Kugel: 







2h 2h 2h 2h 

143) Der körperliche Schwerpunkt der Pyramide hat 
nach Cavalieri^ wie beim Kegel^ die Höhenlage: 

9) A. = |, 
der des Mantels^ wie dort: 

10) Ai = |, 

der der gesamten Oberfläche liegt in der Höhe: 

^,, h M h O — G^ hM 

^^^ . • ~ 3 Jlf + Gl "~ 3 ~ 3 • 

Der Schwerpunkt des Systems der Pyramidenkanten 
wird gefunden^ indem man den Abstand — im umgekehrten 

Verhältnis der Grundkanten zu den Seitenkanten teilte was 

t. h nh , . 

a-ui ?r -T— ; — r- oder auf: 

i 

führt Der Schwerpunkt der (n + 1) Eckpunkte teilt die 
Höhe im Verhältois 1 : w, er hat also die Höhenlage: 

144) Hinsichtlich der mittleren Höhe der Pyramide und 
der mittleren Höhe der Seitenflächen lassen sich dieselben 
Betrachtungen anstellen^ wie beim Kegel. Die Resultate 
werden dieselben. Der Leser versuche sie abzuleiten. 
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145) Der Neigungswinkel der Seitenkanten berechnet 
sich aus: 
14) tana = — oder 8ma = T-usw., 

der Neigungswinkel der Seitenflächen aus: 



15) tanj8 = - oder sin /? =- - usw. 

Der Eaumwinkel an jeder Seitenkante kann vorlaufig 
z.B. folgendermafsen berechnet werden 
(später ergeben sich einfachere Me- 
thoden): In Fig. 27 seien ABF 
und BCP zwei Seitenflächen der 
Pyramide. Fällt man in jeder von A 
bezw. G aus ein Lot auf PJB, so 
treflfen sich beide Lote iu demselben 
Punkte B. Wird ^ABC^y ge- 

setzt, so wird siu ^ = -f-z-. Hier be- 
' 2 2\ 

sk 
stimmt sich h^ aus hih^sJci als -r-^ ^ 

während AC sich am Grundpolygon 
aus 

AC 




Z^-7^' 



2r, 
bestimmt, so daTs: 



= sind =- BUi^ABO^ sia 



2n 
n 



- . 2n 
krt sin — 
. y ^ n 



wird. 

Andere Elemente werden bei den Übungsbeispielen be- 
rechnet. 2 ,3 

146) Mit Hilfe der Beziehungen Jc^ — -^=^s\ rl = r^ + j 

usw. oder der entsprechenden trigonometrischen Beziehungen 
lassen sich, wie beim Kegel, auch bei der regelmäfsigen 
Pyramide aus den genannten Formeln zahlreiche neue ab- 
leiten, wobei jedoch die dortige Eiofachheit nicht überall 
erhalten bleibt. Die Formeln: 
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, 2oiP 2r2 ,112 
h = — ^^^^- = und = j- 

Qi — Q Qi — Q Qi Q Ä 

und die Formeln: 

^Qi — Ql 
und 

s^r— =- 

Qi — Q 

bleiben erhalten, wahrend für iJ kompliziertere entstehen, 
was mit der Veränderlichkeit von n zusammenhängt. Man 
versuche trotzdem für die ^-seitige Pyramide die analogen 
Beziehungen abzuleiten. 

nx Metrische Beziehungen am Kegelstumpf. 

% 

147) Nach I, § 259 ist, wenn r^ und r^ die Badien 
der beiden Grundflächen bedeuten, und die Höhe mit h be- 
zeichnet wird: 

1) J=^{r\ + r,r, + r\i. 

Bringt man n in die Klammer, so dafs dort die Grund- 
flächen Gl = r\7i und O^ == rXn auftauchen, so wird: 

2) j-=|((?i+y^^+ö,). 

Liegt jedoch die Spitze des Kegels zwischen G^ und 
(t2, so wird: 

was bei der Berechnung von Kugelzonen benutzt werden 
kann. 

Für den Mantel war dort gefunden: 

3) M ^ {r^ + r^)7is , 
wo 

4) s=.yÄ2 + {ri — rg)^ 

die Kegelseite bedeutet. Die Oberfläche ergiebt sich als: 

5) 0^n[r\ + r\ + {ri + u)8]. 



Metrische Beziehungen am Kegelstnmpf. 105 

148) Der Kegelstumpf hat stets eine mnbeschiiebene 
Kugel, deren Eadius R sei. Ihr Mittelpimkt wird ge- 
funden, wenn man auf einer Tangentialebene des Mantels 
im Halbierungspunkte der Berührungslinie s ein Lot er- 
richtet, welches die Höhe schneidet. Setzt man den Abstand 
des Schnittpunktes von der Grundfläche gleich 0, so ergeben 
sich die pythagoreischen Gleichungen: 

Aus diesen folgt zunächst: 

h'-rl + rl 

" 2Ä ' 

und so wird: 

149) [Soll sich dem Stumpfe eine Kugel einbeschreiben 
lassen, so mufs nach den Schlufsbetrachtungen über den 
Kegel die Höhe: 

7) ^ A=2)^ 
sein, wobei zugleich 

8) s = ri + r^ 
wird.] 

150) Die mittlere Querschnittsfläche des Kegelstumpfes 
liegt in eiuer Höhe y, die sich folgendermafsen berechnet. 
Ist X der Eadius dieses Querschnittes, so mufs 

X 7ih==^ — (n + riTi + r^) 

sein, also: t 7^2 , ^ ^ ,2 

^ l/n + n^2 + ^2 



=r 



3 

Legt man durch die Endpvinkte von x und r^ eine Senk- 
rechte, so entstehen ähnliche Dreiecke, die auf 

(ri — «) : y == (a? — r^) : (h — y) 
führen, so daTs die gesuchte Höhe ist: 



y = 



h{ri — x) h L ^/rl + r^ra + rl'' 



*"! — *'i »"i — ^2 



■^-t 
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151) Ergänzt man den Stumpf zum Yollkege], so wird 
die Gesamthöhe: 

die Erganzungshöhe: 



ri — U 



hr^ 



ri — r^ 



Ist Ji der Gresamtinhalt, e/^ der Eiganzongsteil^ so kann 
man zur Bestimmung des Schwerpunktes des Stumpfes 
die Gleichung der statischen Momente anwenden, d. h: 

wo die hg die Schweipunktshöhen sind. So wird: 
was sich vereinfacht zu: 



9) hs 



^ rl + rir^ + rl 



Multipliziert man oben und unten mit n, so eigiebt 
sich: 

10) * g. + 2Vgg + 3g, 

152) Der Schwerpunkt des Mantels kann in ähn- 
licher Weise bestimmt werden. Ein^her folgt aus einem 
der Elementartrapeze von der Höhe s und den Grundlinien 

2ri7i j 2r^7t , , ^ ..^ , ^i + 2rt 
— ^^ und — ^^— der schräg gemessene Abstand s ttt— ^ —. 

Projiziert man dies auf die Höhe^ so findet man 

11) h:^Y-L±^. 

3 rj + r^ 
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153) Der Schwerpunkt der gesamten Oberfläche 
ergiebt sich aus 

hi'O « • öl + Äö, + A/Jf - Äö, + Ä/Jf 
als 

' " Ö n[r\ + r| + (ri + r,)s] 

oder 

12) Ä,"-^* 3r; + (ri + 2r,)s 



3 rj + rj + (ri + r,)s ' 

154) Über die mittlere Höhe u. dgl. stelle man dieselben 
Betrachtungen an, wie beim Vollkegel. — Sind q^ und q^ 
die Badien der beiden Berührungskugeln, so findet man leicht 

und daraus 
und 



gl (gl + ga + ^) T/^ 
gl — g« M 



^•i giA + 2gs ^ gi(gi + g9 + Ä)i/Ä +2ß. 



rg g2Ä + 2^i' gl— g« rÄ + 2^1* 

(VgL die Angaben über den Kegelstumpf in § 193.) 

ly. stumpf der regrelmäMgen Pyramide. 

155) Nach Cavalieri gilt die Inhaltsformel 2) des 
Kegelstumpfes auch hier, d. L: 

1) j-\ [öl + y^^+ ö«] -^ * «o*^[*? + *i^ + *«*] 

- 1 Ä tan ^ [rj + ri rj + r|] = I Ä sin ^ [r[* + rM + r,'»]. 

Hier bedeuten \ und 2:2 ^^ Kanten der beiden Grund- 
flachen, r^ und r, die Badien der diesen einbeschriebenen 
Kreise^ r[ und ri die der umbeschriebenen Kreise. Liegt 
jedoch die Spitze der Pyramide zwischen G^ und 6?^, so er- 
halt das mittlere Glied das negative Vorzeichen. 
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156) Det Mantd ist 
2) Jf==»^^«, 

wcasi s die Höhe der Seitfnflichcn ist^ d. h. 



= ^[4*»-}-(ti-ik)*cot»^]. 



ms äch noch vieUadi anders schraboi lilsL Die Ober- 
flidie ist 

4) O = G, - G, + Jf- II I ^i— ^ 4- ^^-^ » 

15T> IVr Kadins der ambetsehiiebaaMii Ku^ ist der- 
selbe, ^rie bei dem Soimpfie des nmbeschnebaien Kegels, 
also 

]>ab» ist 



ri =- ^, ri 






IScJl $ich deaa IVniim)dexi$tuinp£& mie Ejq^^ ein- 

lxN<^ Sei^erpxxnkt. IVr korporliehe Schwer- 

£unkt de$ Siuiöpi>$ Ik^ xkadh CaTalieii wie bem 



7^ 



^ 



» 1^, --^en;,!^,^?!;. 



* t>\ — M»\ t^j -r (t^ 
oesr S<^l4weTpx:2ikt de$ MaiateU Im Äe Ka»Ii^: 



^\ > • * ^ ""^^ •^ ^ 
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der der gesamten Oberfläche: 

wÄ ,2 7t nhki -{- 2^2 ^ + ^ 
^„_ hG. + hjM T^'^'^n'^T k^ + k, ~2~^ 



n 
was sich vereinfacht zu 



cot - + s 

n 2 



3Ä|cotJ + 2s(*i + 2*2) 



(*! + kl) cot- + 2s(ii + k^) 

1% 



Der Schwerpunkt sämtlicher Kanten liegt in der Höhe: 
10) Är= - ^"^^^ 

^ n/ ~j~ ACj ~|~ /C« 

WO k die Länge der Seitenkanten bedeutet^ d. L 

A; = yÄ2 + (r( — r^y. 

Der Schwerpunkt sämtlicher Eckpunkte liegt in der Höhe ^. 

Für die beiden Berührungskugeln {q und ^i) gelten wie 
beim Kegelstumpf die Formeln: 



^^)^^ = ^7äT2S^ ''^^^7ÄT2^^ r,r, = ^,^„ usw. 

Die meisten dieser Formeln folgen ohne Weiteres aus 
den für den Kegelstumpf au^esteUten. 



y. Anwendungen auf die Berechnung der regel- 

mäTslgen Körper. 

a) Die HauptbOBiehungen an jedem der regelmäÜBigen Körper. 

159) Verbindet man den Mittelpunkt eines regel- 
mafsigen Polyeders mit den Ecken^ so erhalt man kongruente 

regelmafsige Pyramiden von der Höhe ^, so dafs J= ^ 

ist. Insofern ist die Berechnung der regelmafsigen Körper 
nichts anderes^ als eine solche von regelmafsigen Pyramiden. 
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Der Würfel, für den e-=J, B = J>^ ist, wurde 

dl u 

schon im Anfang ausführlich, behandelt 

160) Das regelmäfsige Vierflach oder Tetraeder 

von der Kante a hat die Oberflache = 4^y3 ^a^ys. 

4 

Die Höhe dieser dreiseitigen Pyramide findet sich mit Hilfe 

der Höhe Ä^ der Dreiecksflächen pythagoreisch aus 



als 



A = a]/|. 



Nach dem Satze vom Schnittpunkte der Mittellinien ist der 
Eadius der einbeschriebenen Kugel 

^='4=4|/3==^^|/24^ 

der Inhalt des Körpers also 

Der Radius der umbeschriebenen Kugel ist: 

B-|»-V,j/|. 

161) Erweitert man die Flächen, so lassen sich nach 
Bd. I, § 223 im Granzen acht Berührungskugeln sämtlicher 
Flächen imtersuchen. Die eine Art berührt je eine Fläche 
von aufsen, die anderen Flächen von innen. Verbindet man 
also den Mittelpunkt einer solchen mit den Tetraederecken, 
so hat man eine Pyramide von der Summe der anderen ab- 
zuziehen, um den Inhalt des Körpers zu finden, d. L es wird 

J-=|(36?-ö)=|e,ö,al8oe, = ||| = «j/|, 
SO dafs 

* 9 



Anw9ndimgen aaf die Berechnung der regelmäfs. Körper. Hl 

ist. Die übrigen drei Kugeln, die sich in den Erweiterungs- 
räumen über je einer der Kanten eines Gegenpaares befinden, 
berühren zwei Flachen von innen und zwei von auisen, so 

daTs «7= ^ (2 6r — 2 Cf) wird. Daraus folgt ^ = c». Dies 
o 

stimmt dazu, dafs beim regelmäfsigen Tetraeder die beiden 
Erweiterungsraume, die zu zwei Gegenkanten gehören, gleich- 
wertig sind, eine endliche Berührungskugel also dann doppelt 

vorhanden sein müfste, was unmöglich ist. Aus — = 2 folgt, 

dafs, wenn man auf die einbeschriebene Kugel des Tetraeders 
weitere Berührungskugeln aufsetzt, je zwei aufeüianderf olgende 
Badien im Verhältnis 1 : 2 stehen. 

162) Der einem regelmäfsigen Tetraeder umbeschriebene 
Würfel hat die Tetraederkanten zu Diagonalen seiuer Flächen, 

seine Kante ist also k == aV ^. Ebenso grofs ist die gegenseitige 
Entfernung der Halbierungspunkte je zweier Gegenkanten, 

d. h. e = ^l/ö-» wobei e das gemeinschaftliche Lot der beiden 

ist. Verbindet man den Halbierungspunkt einer solchen 
Kante mit den Endpimkten der Gegerikante, so geben die 
beiden Verbiadungslinien den Raumwinkel d an jeder Kante 

a 

Er bestimmt sich aus tan^=— = |/^, so dafs abgerundet 

a=7003r44" wird. 

163) Das regelmäfsige Achtflach oder Oktaeder 
besteht aus zwei quadratischen Doppelpyramiden von der 

Höhe «l/ö ^^d der Grundfläche a^, so dafs der Körper- 
inhalt J=^ß ist. Da = sf^yäj = 2a2y3 ist, so folgt 

3e7 

aus Q = -yr- ^^ Radius der einbeschriebenen Kugel 

Q BS 9 l/ö^ = ^1/ß • (Sonstige Berührungskugeln sämtlicher 
Flächen giebt es nicht, nur beim regelmäfsigen Tetraeder 



112 n. Senkrechte Kreiskegel, regelmafsige Pyramiden etc. 
bestehen solche.) Der Radius der umbeschriebenen Kugel 

ist jB = a|/^. Der Winkel d an jeder Kante ergiebt sich 

aus dem senkrechten Hauptschnitt durch den Halbierungs- 
punkt einer horizontalen Kante durch die Gleichung 



«yi 



2 
waa auf d = 109« 28' 16" führt 

164) Das regelmafsige Zwanzigflach oder Ikosa- 
eder von der Kante a hat die Oberfläche 

0-20^/3 =5a«y3. 

Der Radius des Umkreises für jede Flache ist: 

Nach Bd. I, § 147 liegen die vier Schichten der Eckpunkte 
des auf eine der Flächen gestellten Körpers in den Höhen o, r^, 

17 (/ö + 1), -^ (Vö + 3), so dafs die Gesamthöhe auf zweierlei 

Art stetig geteilt erscheint. Daraus ergiebt sich als Radius 
der einbeschriebenen Kugel 



r. 



_a-ß 



^ = ^(|/5+3)=^(y5 + 3), 



der Körperinhalt als 



Oq öa» 



Nadk Fig. 23 von Bd. I ist 22^ == MB^ + BJ\ ffier ist 
JBJ=^ — , MB eine Gerade, deren gröfserer Teil bei stetiger 

Teilung gleich | ist, d. h. MB = | (Vö + 1), also 
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2 



2 



B^ = ^(6 + 2y5) + ^ 



und daher 



B 



= «]/ 



5+y5 



8 



In Fig. 23 von Bd. I ergiebt sich für den Baum^vinkel d des 
obersten Daches aus 

d GL l(>^+^) y5 + l_3+-y5 



tau TT = ^ .^ 
2 GB 



|(y5-i) y^-i 



abgerundet die Gröfse d=^138nr2T. 

165) Vorbereitung auf das regelmäfsige Zwölf flach 
oder Pentagondodekaeder. (Die Flächen sind regel- 
mäfsige Fünfecke, deren 
Seite gleich a seL Aus 
Symmetriegründen folgt för 
Rg. 28, wo zwei Dia- 
gonalen einander schneiden, 
tti = a, = Og , so dafs die 
Dreiecke 5 CD und DjPC ^ 
ähnlich sind. Nun ist 
aber BF im Parallelo- 
gramm BFEA gleich der 
Gegenseite a, bezeichnet 
man also FD mit p, so 
wird wegen der Ähnlich- 
keit jp : CB^BCiBD 
oder p'.a=^a:(p-\-a)y 
d. h. BD ist in J?' stetig ge- 
teilt und daher die Diagonale d = ^ {^ + 1), ^ = — {^ — 1). 

Da FE:\ BG, so ist auch die Höhe DG in H stetig ge- 
teilt. Ihre La^e ist 




Ä=|/d*-^ = |l^TiW, 



der untere Teil 

Holzmüller, Stereometrie. IL 
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der obere 



,=£,^_i)_.l/^. 



Aus A = « + f folgt eine neue Schreibweise für h. Aus 
rl — ^* = -j ^^^ (^1 + ^) (^1 — ^) = T ^^^ r + ri = h folgt 

durch Division r^ — ^ = tt« ^^^ beiden letzten Gleichungen 
geben 



ri = 



^~ 8Ä ~"r 10 
und 



^^af. 



4Ä2 + a» l/ö + yö 



8A 
Als Flache folgt 



-■-r 



_4Ä» — a* al/5 + 2y5 






Der halbe Centriwinkel a = ^ berechnet sich aus 

5 

5 — Vö 
sm- = :^- = l/ g ' 

oder 






r = - = l^ 

5 r^ r 



COSrr 



8 
oder 

tan^ = y'5 — 2y5. 
Daraus folgen noch die oft verwendbaren Gleichungen: 

-(1)+©' f-i^M)' ^■+— 

oder 



yaMvP* + ^ = 2a. 
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Diese planimetrischen Dinge seien im Hinblick auf die 
Übungsaufgaben im Zusammenhange vorausgeschickt) 

166) Das regelmäfsige Zwölfflach. Aus den plani- 
metrischen Beziehungen ergab sich schon im Teil I^ da&^ 
wenn man die halbe Mittellinie des Würfels so nach aufsen 
verlängert^ dafs das Ganze stetig geteilt ist, die Kante des 
umbeschiiebenen Pentagondodekaeders getroffen wird. (Vgl. I, 
§ 84.) Über jeder Wfefelkante d steht dann ein Dach von 

der Höhe — (/ö — 1), der dortige Baumwinkel d bestimmt 

sich demnach aus: 

d 

^ d 2 2 Vö + l 
tan— = -= = -^=1 = , 

2 |(y5-i) Vö-i 2 

so dafs abgerundet <J = 1160 33' 54" wird. 

Femer war in Bd. 1, § 147 gezeigt, dafs der auf einer 
der Flächen stehende Körper seine Ecken in vier Schichten 

Vö + 1 Vö + 3 
von den Höhenlagen*) o, r^, r^ — ^ — , ^i^— ö — ^^^ (wobei 

Vb + 1 
r^- — ^ — = 2r zu beachten ist). Die Hälfte der letzten 

Höhe giebt den Radius der einbeschriebenen Kugel 

ß+S _ a]/25 + liy5 
4 '^2f 



Q^r^ 



10 



Da 



= 12i^= 15a2l/5-i^I^ « 3a2^5(5 + 2y5) 
ist, so folgt 

J-= ^ - a«j/| (47 + 2iy5) = ^^470 + 210y5 



r3 



=.^(15 + 7y5). 



* Dort waren die Höhenlagen der Schichten mit o^Q^r^Q "J" , 



f* + p = - — ^— bezeichnet. 
2 



8* 
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Der sechste regelmäfsige Körper würde das regel- 
mafsige ünendlichflach oder die Kugel sein. 

167) Der Übersicht halber sei alles Wesentliche über 
die regelmäfsigen Körper in einer Tabelle zusammengestellt. 



Q 


4-Flach 


e-Flach 


8-Flach 


12-1^'lach 


20-Flach. 


«1^24 


a 
2 


-n 


ol/25+liy5 
2r 10 


"^(V^+ä) 


B 


«yi 


^V3 


«f. 


"ysiyö+D 


"fV^ 





a^-ß 


6a2 


2a«y3 




5a*y3 


%a^y b{b+2ib) 


J 


y^ 


a» 


t>^ 


^(15+7 Vö) 


'l2 (1^+3) 


tang 


f^ 


1 


y2 


Vö+i 

2 


3+1/5 
2 


d 


70»31'44" 


90» 


109028' 16" 


116*33' 54" 


138ni'23" 



/^) Die allgemeinen Formeln für das regelmässige n-Flacli. 

168) Es fragt sich nun, ob man ganz allgemein für das 
regelmäfsige w-Flach jede dieser Grössen einheitlich aus- 
drücken kann, so dafs statt der 5 Formeln stets nur eine 
auftritt. Zu diesem Zwecke ist es zunächst nötig, die An- 
zahl Wi der in einer Ecke zusammenstofsenden Flächen 
bezw. Kanten zu kennen. Eine solche Ecke stumpfe man 
regelmäfsig ab, so dafs eine «i-seitige Pyramide entsteht 
(I^. 29). Sind B und E die Nachbarecken von Ay so 
ziehe man BE, lege diu-ch BE die Normalebene BKE zu 
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AP und bilde noch die Hauptschnittebene AMF, welche 
die vorige Ebene in KG schneidet Dabei ist < BKE 
der gesuchte Eaumwinkel d 
an der Kante AF, während 

<BAE^a 



n 



1 
180» 




Fig. 29. 



ist. Auch Winkel APB 

mufs bekannt sein. Handelt es sich lun n^-^eiüige Flächen, 

so ist dieser Winkel 



^- (^) 



180«. 



Jetzt ist 
1) 

oder, da 



a 



. d BG 
^2^KB 



AB • sin — 
AB'smBAK 



. a 

sm — 

2 



cos 



ß' 



und 



ist, 



1*) 



m — = sm 1 90^ = c< 

2 \ Wi / 

ß /ono 180o\ . 18C 

^ =r cos 1 90® = sm — 

2 \ Wg / Wg 



cos 



ISO« 
. cos 

sm- = - 



180® 
180® 



sm 



180® 



169) Ist nun /* der Mittel- 
punkt des Körpers, fiO = q 
der Badius der einbe- 
schriebenen Kugel, und OHfi 
der Hauptschnitt durch den 
Halbierungspunkt einer Kante, 
so ist 




Fig.ao. 



118 n. Senkrechte Ereiskegel, regelrnftTtige Pyramiden eto. 



also Q == Oj? tan — , 
«**«'•' ^ HJ^% und <HJO = i ist,*) 



a , ß , d a , 1800 



. 6 



oder endlich 



♦4 lA ^' 



2) 



a 
e = 2C0t 



180« 



cos 



1800 
»»1 



«« i/. ,180» nsÖö 
1/ sm* cos* 



170) Für den Badius der umbeschriebenen Kugel 
folgt aus der Figur 




4 



tan* 



ß 



1 + 



cos*^- 



Nach 1) ist 



2^ 1 

cos* Q = 1 — 



sin 



8 



a 
2 



cos 



2 



/?' 



Einsetzung giebt 



-8» = 



a 



2 



1 + 



tan* ^ cos* ^ 



ß 

2 



cos* £■ — sin* 



a 
2J 



^^(cos*|-sin*|) 



t2 L_ Gin 2 H. 1 »L, fl|y| 2 



2 



a' 



cos*^ 



COS* ^ — sin* — 



cos*^ 



sm*- 



... ß 



*) In Fig. 80 ist << HiJO mit ^ zu bezeichnen. 



2 
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oder endlich 



a . 1800 

cos TT sin 



3) E = « 2 « 



yco8»| - 8m»2 y^^—- cos» — 



171) Die Oberfläche ergiebt sich als 

— tan^ 
4 2 

oder als 

^ a2 1800 

4) = ww, — cot 



= nF = n»2 -r- tan ^ 



4 n, 

Der Inhalt ist 



jr=|o = „«,|itan»|tan| 



««. ,/J "^2 



= »««24 ^'2 



oder endlich 



i/'--'i 



180« 

POfi — — 

5) e/ = nn2 ^rj cot^ 



24 n, T / _ 1800 7I8ÖÖ 

— cos* 



w, "i/. 180 
l/sin* 

r ^ 



Die Formeln 2), 3) und 5) lassen sich noch in andere 
Formen umschreiben. 

172) Ist also von einem regelmäfsigen n-Flach 
neben n noch die Anzahl n^ der in jeder Ecke zu- 
sammentreff endenFlächen und aufserdem die Seiten- 
zahl n^ jeder Fläche bekannt^ so hat man in den 

Formeln 1*) bis 5) die Werte für—, ^, 'iZ, und J. 

Aus Urnen lassen sich die Ausdrücke der letzten Tabelle 

selbständig ableiten. So nimmt z. B. sin— der Reihe nach 

die Werte 
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cos 600 cos 60<> cos 45<> cos 60® cos 36<> 
sin 600 y sin 45o ' sin 60« ' sin 36« ' sin ÖO» 

an^ die sich schreiben lassen als 

^[i i/i lA i/^±5 v^-+i 

rs' r2' rä' r^ö~' "iyF* 

^) BeBiahungen swisohen veraohiedenen regelmäsBigen 

Vielflaohen. 

173) Aus der obigen Tabelle ergeben sich einige Be- 
ziehungen. Durch Indices werde angedeutet, um welches 
n-Flach es sich handelt So ist 



Q. "i^A 1 



a 
ee 2 1 



B. „l/3 3' B, a^^ yä' 




8 2' 



iL 



^9,l/ (25 + liy5)(6-2y5) 
r 30(6 + 2y5){6 — 2y5) 

/ P ^V5 + 3) 

_l/ 5 + 2y5 eM_3E____ 

r 15 ; Jjjo i/ö + yö 



«]/i 



8 



_ "l / 3 > 8 (14 + eyS) (5 -^) ^ t /5 + 2y5 

l' 144 (5 + yö) (5 _ yö) r 15 

% 

Bei gleichen Kanten a ist also 

d. h. für reciproke Paare regelmäfsiger Körper sind 
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die Verhältnisse der B.adien der um- und einbe- 
sehriebenen Kugeln dieselben. 
Aufserdem ist 

ge , gs ^ g4 

174) Ganz entsprechende Beziehungen finden nun 
mit den derselben Kugel um- und einbeschriebenen 
Polygonen gleicher Seitenzahl statt. Setzt man 



z. B. Q^ = R^ so folgt 




also ist 




^4 _ 1^ 24 1 
ai~ W? "*3^ 



wobei a4 Kante des einbeschriebenen^ ai Kante des um- 
beschriebenen Tetraeders derselben Kugel ist. Ebenso ist 



«6 1 «8 1 %2 l/5 + 2y5 



«6 yä' «s' ys' «13 r 15 






«20 r 



5 + 2]/5 



«20 ' 15 

Für die Oberflächen ergeben sich die Quadrate dieser 
Verhältnisse, für die Inhalte die Kuben, und die Gleichimgen 
bleiben bestehen, so da(s z. B. 

d 1% «/20 «'ö «'S «^6 «'S *'4 

ist, ebenso 

ou oio ' Oi oi ' oi ' Oi oi • 

175) Von Interesse sind noch die Verhältnisse reci- 
proker regelmäfsiger Polyeder, die derselben Kugel 
ein- und umbeschrieben sind. 

Der Tetraeder ist dabei einem Tetraeder reciprok, und 
für beide folgt aus ^4 = JB4 



122 U* Senkrechte Kreiskegel, regelmAfsige Pyramiden etc. 

a^ "" 1 ' Ö4 "" 1 ' O4 "" 1 ' J4 "" 1 ■ 

Stets soll die umbeschriebene Figur durch einen Strich 
angedeutet werden. 

Umbeschriebenes 6-Flach und einbeschriebenes 
8 -Flach. Qi^B^ giebt 



»6 



-1/2, 



also für die Eantensumme: 

Umbeschriebenes 8-Flach und einbeschriebenes 
6-Flach. Qi — JB« giebt 



also auch 



t=n-^fr 



Umbeschriebenes 12-Flach und einbeschriebenes 
20-Flach. Qi2 = 1^20 giebt*) 



^20 ^ ^20 



^ = 3 yö (Vö — 2) = 3 (5 — 2 Vö ) ; 

^20 



^=|/^/^^37r^,5|/3(5V^-^i). 



^ = ^(7-3y5). 



*) Bei diesen Aufgaben handelt es sich neben sonstigen üm- 
formnngen auch um Worzelansziehnng, hier z. B. um 

|/^^::^=]/f(U-6V6)=|/|(9-6V6 + 6) 
=")/|(3-K6)^ =^K5. 
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Umbeschriebenes 20-Flach und einbeschriebenes 
12-Flach. ^0 = -Bis giebt 

^«^(yö— 1) ^fk.. 

JB2<I 



Qu 



= Syö (Vö — 2) = 3 (5 — 2ib); 



^ = ^(5y5-ll)=.|(25-liy5). 

Mit Hilfe dieser Formehi läfst sich aus einem regel- 
mafsigen Körper, von dem ein Element gegeben ist, sofort 
das entsprechende des derselben Kugel um- oder ein- 
beschriebenen reciproken Körpers berechnen. 

176) Daraus ergeben sich ferner einige merkwürdige 
Beziehungen für regelmäfsige Polyeder, die der- 
selben Kugel einbeschrieben sind, der jene umbe- 
schrieben sind und ihre reciproken, also bei R = q\ 

7?' T?' 7?' T?' 7?' 7?' 7?' Q 

f^ = ^ = 3; ^ = f^ = 3(5-2y5); ^.^ = :^ = J. 
Qs ee Q20 Qit Qs ße Qt, 1 

Brauchbar sind noch einige der obigen Werte, z. B. 

Je \aj - 2 ' J,o ~ Uoi 2 ^^ ^^^^' 

177) Bemerkungen. Nach Art der Haupttabelle 
lassen sich andere aufstellen, in denen alle Elemente, statt 
durch a, durch q oder durch JB, 0, eT" ausgedrückt werden. 
Sie lassen sich ohne weiteres aus jener ableiten. 

Setzt man den Inhalt des Raumes gleich 1, so haben 
die Zentralpyramiden der regelmafsigen Körper, ins unend- 
liche ausgedehnt, die Bamninhalte 

1 1 1 i_ _1 

4' 6' 8' 12' 20' 
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Jede konzentrische Kugelflache wird durch die Zentral- 
pyramiden eines regelmäfsigen Körpers in 4 bezw. 6, 8, 12, 
20 gleiche Teile eingeteilt. 

B. Vermischte Aufgaben. 

I. Vermischte Aufgaben über den senkrechten Kreis- 
kegel und den Kegelstumpf. 

178) Ein Kegel habe die Höhe h und das spe- 
zifische Gewicht p\ Wie tief taucht er bei ^' < 1 
mit der Spitze voran ins Wasser ein? 

Auflösung. Beim Gleichgewicht ist p' :1 = W: tT. 
Aus Gründen der Ähnlichkeit ist W: J = x^ : h^. Daraus 
folgt als Tiefe des Eintauchens: 

Beispiel. Für Ä = 5 und p' = 0,8 wird x = 4,6416. 
Umkehrungsbeispiel, h = 15, \ = 0,8, giebt 

i)' = 0,1517. 

179) Dieselbe Aufgabe, jedoch soll die Grund- 
fläche vorangehen. 

Auflösung. Ist der herausragende Teil des Kegels J^ 

so ist TF=«7 — eT^. Die Gleichung W === Jp' geht also 

r /Ä — a;\*l 
über in J — J^=^ Jp' oder J 1 — ( — ^ — 1 =ip'J^ d. h.: 

ir = Ä[l— ]/l— i)']. 
Beispiel. Ist ä = 5, j) « 0,8, so wird x = 2,076. 

180) Ein abgestumpfter Kegel mit den Kadien r^ 
und r^ und der Höhe Ä habe das spezifische Gewicht 
p\ Wie tief taucht er ins Wasser ein, wenn G^ 
vorangeht? 

Auflösung. Wiederum ist 

1) W^Jp. 

Ergänzt man den Kegel, so wird die Gesamthöhe: 



\^h ^' , 



die Erganzungshöhe: 



^1—^2 
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Äg = Äj^ — h == h 



2 



n — ^2 



so dafs J^ und J2 bekannt sind^ und: 

2)J'=J,_^, = J,[l-(*^)']=|(Ä»-(Ä,-Ä)»] 

■wird. Femer wird: 

3, ^_^._.._..(k^A±£)'-A(^)* 



Jl 



v8i 



hl 
Setzt man die Werte von J und W in Gleichung 1) ein, 

so folgt, da -:^ sich weghebt: 



K 



8 



B 



v8i 



also: 



(Ä, _ Ä + XT- {h - Äf = [AI - (Äi - A)>', 



a: = |/[Ä? — (Äi — hf]p' + (Äi — Äf — (Äi — Ä) . 

Setzt man die Werte von h^ und (Ä^ — h) ein, so erhalt 
man als Resultat: 

h 



x== 



r 



Vi>' {rl - rS) + rS - r,. 



2 



Beispiel. Für r^ = 5, rg = 3, Ä = 4, jp' =: 0,6 wird 

a; = 2,8212. 
LaTst man die andere Grundflache vorangehen, so wird 

a?= 1,9094. 
[Dividiert man im Nenner und Zahler durch r^, so wird: 



X = 



r 



^\FW- 



^ — 1 



+ 1 



80 dafs man nur das Verhältnis — zu kennen braucht.] 

*'2 

Ähnliche Angaben lassen sich für Hohlkegel von 
überall gleicher Wandstarke aufstellen. 
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181) Einen Kegel zu berechnen aus den Radien 
der beiden Berührungskugeln. 

Auflösung. Die Formeln entnehme man dem Ab- 
schnitt über den Kegel: 

Qi — Q ^{Qi—Q) 

182) In einen Kegel vom Grundradius r und der 
Höhe h einen Cjlinder quadratichen Querschnitts 
einzuzeichnen^ und die unendliche Reihe auf- 
einanderstehender ähnlicher Cylinder zu summieren. 

Auflösung. Aus r : ^ = Ä : (Ä — h^) folgt als Cylinder- 

höhe Äi = 2^^. Der nächste Cylinder ist niedriger im 

Verhältnis — = — - = ?r^ = tz — r^ , die Reihe der Cylinder- 

h 2r 2r + h ^ 

höhen wird also: 

'^'Wvk^ '^Aw^' ^KeTTÄ)"' ^KiTTä)*' • • • 

Zu jeder gehört ein halb so grofser Radius^ die Reihe der 
Inhalte wird also: 

9 

"y~ ... 



2r + h 

O.Tr*-8 



\2r + h) 



(2r + A)8 — Ä» 4r« + 6rh + 3h^ ' 

Man kann folgende Probe machen: 

8i : Kegel = erster Cylinder : Kegelstumpf. 

Darin liegt eine zweite Lösung. — Soll ein Cylinder ein- 
beschrieben werden, dessen Höhe z. B. viermal so grols ist 
als sein Radius, so wird z. B. die Mantelformel: 

PöT r =. 12, Ä - 43 wird Jlf = 808,08. 
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183) In einen Kegel vom Grandradius r und der 
Höhe Ä einen Würfel einzubeschreiben und die un- 
endliche Reihe der aufeinanderstehenden Würfel zu 
summieren. 



a;|/|di. 



Auflösung. Ist X die Würfelkante, also a?r/^ die 

halbe Diagonale der Quadratfiache, so folgt aus der Ähn- 
lichkeit der Dreiecke: 



• ^1/2 = * • (* 



X)y 



d. h.: Ar 2Är 



Der Inhalt des ersten Würfels wird also: 

Die zweite Würfelkante wird kleiner im Verhältnis: 



-. ^t i\ 



hß 



* •' ,+ äiA 2r + Ä|^ 



n 



Die Reihe der Inhalte wird also: 

^ \2r+hß) "*" ^ \2r+Ay2/ ^ "^ ^ \2r+hß) ^ 
und ihre Summe 

8r8Ä8 1 4r2Ä8 



{2r + hf2f _ / hi2 \ ' 4r2 + 6rÄy2 + 3Ä* 

\2r + Äy2/ 

Probe und zweite Lösung ähnlich wie bei voriger Angabe. 
Beispiel. r=- 4,5132, Ä= 19,381 giebt a; = 4,8014, 
Ji =- 110,6894. 

184) Dieselbe Aufgabe, nur soll eine dreiseitige 
Säule mit quadratischen Seitenflächen einbeschrie- 
ben und die entsprechende Reihe summiert werden. 
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Auflösung. Ist X die Kante der Säule^ so ist die 

X I — 

Höhe der Grundfläche ^yS , der Badius des ihr umbeschrie- 

u 



benen Kreises also: 

Die entsprechende Proportion wird: 



:xy-:=^h:(h — x), 



so dafs: 

rh 3rh 



x^ 



,+Ä- 3^+*>^ 



n 



Fortzufahren ist wie vorher. 

Beispiel. r + 4,5132, A = 19,381 giebt a; = 5,5704, 
J^ 74,8428. 

185) Dieselbe Aufgabe für die regelmäfsige 
n-seitige Säule mit quadratischen Seitenflächen. 

Auflösung. Ist X die Kante der Säule, so ist für 
den Umkreis ihrer Grundfläche: 

X 

r = 



2 8m— 



n 

die Proportion wird: 

r : == Ä : (Ä — x), 

2sm — 
n 



also: 



, 2rÄsm — 

rh n 

x^ 



r -\ 2rsin — [-h 

2sm — 
n 



Jetzt ist fortzufahren wie vorher. 

Beispiel. Für n = 6 wird x = — — ^ . 
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186) Der Hauptschnitt eines Kegels habe an der 
Spitze den Winkel i?. Wie verhalten sich die auf- 
einanderfolgenden Radien der Reihe einbeschrie- 
bener Kugeln? 

Auflösung. 

IJ — l + sin— sm 90^ + sin TT- tan — ; — 
Qi s + r 8 2 2 4 



Q s—r ^ r . . d . HAo • * * ^ — * 

^ 1 1 — sm— sin 90" — sin— tan — - — 

5 2 2 4 

(Vgl. die Betrachtungen über den Kegel.) 

187) Den Cylinder gröfster Mantelfläche zu 
bestimmen, der sich in einen gegebenen Kegel ein- 
beschreiben läfst. 

Auflösung. Ist rj der Radius des einbeschriebenen 
Cylinders, so folgt aus r : r^ = ä : (Ä — h^) die Cylinderhöhe: 

r 

und der Cylindermantel: 

so dafs: 

Mr , a 

oder: 



•.=j±f 



V2 Mr 



— 1^ 4 27ih 

ist. . Soll dies reell sein, so darf M höchstens gleich —^ 

sein. Nimmt es diesen Wert an, so ist r^^ ^. Den gröfsten 

Mantel hat man für diesen Wert von r^. 

Dieses Resultat kann man ohne weitere Rechnung so 
ableiten, dais man den Wurzelwert von vornherein gleich 
Null setzt. 

188) Den Cylinder gröfster Oberfläche zu be- 
rechnen, der sich einem Kegel einbeschreiben läfst. 

Auflösung. Wieder ist h^ =ä ^, also: 

Holzmflller, Stereometrie. U. 9 



9 



. -i/ / rh y Or 

r, - ^., . + |/ \^2(A _ r)) 2n[h — r)* 
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« 2rjjr + 2rx7ih ^~^^ ^ ^nnh + 2rf jr ^^^^^^ 

r r 

also: 

8 rriÄ __ Or 

^' "" Ä^^ "" ~ 2jr(Ä — r) 
und: 

2(h — r) 

rh 

Den Höchstwert für hat man bei r^ = 7-77 r und 

2(Ä — r) 

dabei ist: 

189) Den Cylinder gröfsten Inhalts zu be- 
stimmen^ der sich einem Kegel einbeschreiben läfst. 

Auflösung. Aus A^^Ä folgt: 

e/ = TiTihi = riJT n 

r 

oder: 

— - = nr — n = ri(r — r^i) . 

/»TT 

Dies soll ein Höchstwert werden^ was bei dem Radius r«» 
geschehen möge. Dann muls der Ausdruck: 

rl,(r — r^ — r\{r — r^) , 

wo r^ ein Nachbarwert von r^ ist, positiv sein, der Aus- 
druck lafst sich schreiben als: 

r(^iL-rJ)-(ri-r?) 
oder als: 

(r« — r) [r{rnt + n) — (^J. + r^ri + rj)] . 

Nach der schon in § 57 gemachten Bemerkung müssen beide 
Faktoren, damit das Produkt positiv sei, gleichzeitig positiv, 
gleichzeitig negativ, also auch gleichzeitig gleich Null werden. 
Der eine wird es für r « r«, also auch der andere, d. h. es 

mufs sein irr^ — 3r^ oder r,„(2r — Sr«) = 0. Für r,» = 
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e,p*t rfch ein Mtotodwert, nibriich 0; für r.-|r der 

gesnch. Maxi^awe«, ™. n^ in * Fo™e. * !r ein- 
zusetzen ist. 

190) Die regelmäfsige n-seitige Säule gröfster 
Mantelfläche zu berechnen^ die sich einem Kegel 
einbeschreiben läfst. 

Auflösung. 

Jf = nxl%x = 2wri sin — Ä . 

also: jf^ 

n — rri = 



2wsin— 



Wie bei der entsprechenden Cylinderau%abe hat man für 

T 

jedes n den Höchstwert des Mantels bei r^=^ —. Alle diese 

Säulen sind also jenem Cylinder einbeschrieben. 

191) Die regelmäfsige w-seitige Säule gröfsten 
Inhalts zu bestimmen^ die sich in einen Kegel ein- 
tragen läfst. 

Auflösung. Man findet 

^ n t - ^71, r — r. 

e/=:r-ri8m ^ 



2 n r 

oder: 

2Jr 8 



T . 27r 



= ri(r — ri). 



n 

Dieser Ausdruck soU ein Höchstwert werden. Da er mit 
dem für den einbeschriebenen Cylinder übereinstimmt, wird 

dies auch hier für ri=«^r erreicht. Alle solche Säulen 

o 

gröfsten Inhalts sind also demselben Cylinder einbeschrieben. 

Dieses Resultat läfst sich auch daraus entnehmen, dals 

für jedes n bei beliebiger Höhe der Cylinderinhalt (bezw. 

der Mantel) ein konstantes Vielfaches vom Inhalt (bezw. 

dem Mantel) der Säulen ist, so dafs die Höchstwerte bei 

derselben Höhe erreicht werden. 

9* 
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192) Einen Kegelstnmpf zn berechnen mus den 
Berührongskogeln seiner Enreiterang und aas 
seiner Höhe. 

Auflösung. Bdde Kngebi berühren von anläen die 
Fliehen G^ und G^ des Stom|^e& Setzt man die Badien 
^eich Ol und o,, die Höhe ^eich i, und die EntfrfnuTig 
der Kngelmittelpnnkte Q^ -^ h -^ o^ =^ Cy so findet man leicht 

Xi = ^^^^ — und -Tj = 



9i — 9i * 9i — ÖS 

als die Entfernungen der Mittelpunkte von der Kegelqpitze und : 

x = o, ^ 

9x — 9i 

als die Höhe des Gresamtkegels. Trigonometrisch und 
geomeCrisch findet man: 



«»w. (VgL § 154.) 

193) Einen Kegel zu berechnen aus Inhalt und 
Oberfläche. , 

Auflösung. Der Radius des Gnmdkreises sei x, die 
Höhe fff dann hat man: 

1) = X7i{x + ]'x^ + y^) 

Gleichung 1) formt sich beim Entfernen der Wurzel um zu: 

0^ — 20x^71^ x^y^Ti. 

8etet man hier links den Wert von x^y rechts den von x^rt 
ans Gleichung 2) ein, so erhält man schliefislich: 

02 20 

oder: 



0*4- iO*' — 120J^n 

woraus sich a;^ « — leicht berechnet 

ny 



J 
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194) Bemerkung. Damit die Aufgabe lösbar sei, mufs 
12J^7z < 0^ sein, d. h. J darf bei gegebenem höchstens 

den Wert J=—\/—- haben. Nimmt es diesen Wert an, 
so wird: 



GtzJ 



nlso: 



']^^-^' ^=I^=|/S' 



WO 1? der Winkel an der Spitze des Kegels ist. Daraus folgt: 

Ist tan — = 1/— , so handelt es sich jedesmal um 

den Kegel, der bei gegebener Oberfläche den 
gröfsten Inhalt oder bei gegebenem Inhalt die 
kleinste Oberfläche hat. 

195) Einer gegebenen Kugel einen Kegelstumpf 
gegebenen Inhalts einzubeschreiben. 

Auflösung. Ist Q der Radius der Kugel, so ist 

3J 

1) = — , zugleich ist s == r^ + r^ und r^r^ = q^, also 

= 7z[rl + rl + (r, + r,)s] = 2jt[r\ + rl + {r, + r,)«] 

== 2jt[r\ + rl + Q% 

Aus r J + r| = ^z q^ und 2rir2 = q^ folgen durch 

Addition und Subtraktion usw. die Gleichungen 



und 



ri + r^-^y^ + Q^ 



3J 

2q71 



•.—-iC^' 



woraus Ti und r, durch Addition und Subtraktion folgen. 
J mufs mindestens gleich 2^^7r, d. h. mindestens gleich dem 
umbeschriebenen Cylinder sein, der also unter allen diesen 
Stumpfen den kleinsten Inhalt hat. 

Statt J kann auch gegeben werden. 
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196) Kegel und Kegelstmnpf spielen eine grofse RoUe 
in den Formen der Maschiaenelemente. Bei den Nieten treten 
beide als Köpfe auf m Verbindung mit dem cylindrischen 
Körper der Nieten. Die Achsen grofser Schwungräder be- 
stehen aus cylindrischen Teilen, von denen die einen dem 
Zapfen angehören, während der dritte zum Aufkeilen der 
Nabe dient. Das Stück der Achse zwischen diesen Teilen 
ist in der Regel konisch abgedreht, so dafs es sich um 
Kegelstumpfe handelt Die „Anläufe^^ könnten etwa als 
Kegelstumpfe berechnet oder vernachlässigt werden. Auch 
die Naben der Bäder und Balanciers sind bisweilen Kom- 
binationen von Cylinder und Kegelstumpf. Die Tragsäulen 
der Balanciers sind bisweilen konisch gestaltet. Bei Kegel- 
rädern tritt der Kegelstumpf ebenfalls in die Verwendung 
ein. Fabrikschomsteine und die in Stein ausgefiihrten 
Spitzen von Türmen gehören ziun Teil ebenfalls hierher. 
Der UbungsstpfF aus der Praxis ist für zeichnerische und 
rechnerische Übung (z. B. Gewichtsberechnungen) nicht nur 
in der gewöhnlichen Technik, sondern auch im Hinblick 
auf die Formen physikalischer und chemischer Apparate 
unerschöpflich. 

U. Vermisehte Aufgaben über regelmäTsIge Pyramiden 

und ihre Stumpfe. 

197) Eintauchaufgaben, die [den für den Kegel ge- 
stellten enstprechen, fuhren wie dort auf die Besultate 

X = Äyp^, x = h[i — yi — p'], 



x = 



h 



[h'{J^\ -J4) + a| - h,]. 



198) Eine 3, 4, 5, . . ., wseitige Pyramide aus dem 
Radius der beiden Berührungskugeln zu berechnen. 

Auflösung. Der Radius des einbeschriebenen Kreises 
der Grundfläche wird, wie beim Kegel, r = YÖiQ^ ^® 

Höhe Ä« — ^iK_ die Grundkante: 

Ä = 2r tan — = 2 VöTö tan — usw. 
n '^^^ n 
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199) In eine 3, 4, 5, ...wseitige Pyramide von 
der Grundkante \ und der Höhe h einen Cylinder 
quadratischen Querschnitts einzubeschreiben und 
die Reihe der auf einanderfoleenden Cylinder solcher 
Art zu summieren. ^ \ 

Auflösung. Wie beim Kegel wird die Höhe des Cy- 
linders: 

, k^cot-h , , 

, 2rh n fc^h 



Jc^ cot — \- h Kt 4- h tan — 
^ n n 

die Summe der Inhalte wird: 



wo 



4r2 + 6rh + 3h^' 



k ,71 k 

r = — cot — = 



2 n TZ 

2 tan — 
n 

einzusetzen ist. 

Beispiel. 4^ = 4, Ä = 9 giebt x=3. 

200) In eine quadratische Pyramide von der 
Grundkante k^ und der Höhe h einen Würfel so 
einzubeschreiben, dafs die Ecken seiner oberen 
Fläche in die Seitenkanten der Pyramide fallen. 

Auflösung. Ist X die Seitenkante des Würfels, so 

k h 
folgt aus k^: x = h: (h — rr) als gesuchte Kante x = , ^ , . 

Man summiere auch die unendliche Reihe übereinander- 
stehender Würfel. 

201) Dieselbe Aufgabe, jedoch sollen die Ecken 

der oberen Würfelfläche in die Mittellinien der 

Seitenflächen fallen. 

hih 
Auflösung, kl : a?y2 = h i {h — x\ also x = — -^ — p. 

Man summiere auch hier die unendliche Reihe über- 
einanderstehender Körper.' 

202) Aufgabe. Es soll untersucht werden, ob 
in einer quadratischen Pyramide von der Grund- 
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regelmftfmge 



en etc. 



kante k^ ond der Höhe h noch andere Würfel ein- 
beschrieben werden können. 

Anflösang. Hat der Würfel die Elante a, so hat 

die Pyramide in dessen Höhe a einen 
quadratischen Schnitt mit der Kante 

ig = fci — Y — • In diesen Schnitt lalst 

sich das Quadrat mit Seite a ein- 
legen^ sobald 




■-n<' 



Fig.SL 



oder h — a 



<*2 

h — a 



hf2 ^ h 

ist Diese Ungleichungen führen, wenn jede fiir sich be- 
handelt wird, auf 



<a< 



*!+*' 



80 dals also a zwischen den in den beiden letzten Angaben 
gefundenen Werten liegen muis, was vorauszusehen war. 
Die obige Frage ist für diesen Fall zu bejahen. — 
Dabei wird p^ + q^ =^ a* und p + q = Ky also 

2p^k^+]^2a^ — J^y 2q = Jc^—^2a^ — *«, 
oder, wenn der obige Wert ffir Jc^ eingesetzt wird 



also 



2p 


Ä^(Ä - 


-a) + V2a*A*- 


-lc\(h — af 


Ä;i(A- 


h 


y 


2q. 


a) K2o*Ä* 


— li\(h af 


P h 


Ä 


? 


n — 


(Ä — 0) + )^ 


'h* kl{h «)* 



oder 



S ]c^(h — a) — }^2a'Ä' — k\(k — af ' 

2p p 



sm a = :^— = 



2a 



a 



Dadurch ist der Winkel bestimmt, unter dem die Grund- 
kanten beider Körper gegeneinander gedreht erscheinen. 
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203) Aufgabe. In eine quadratische Pyramide 
von der Grundkante \ und der Höhe h soll ein 
Würfel so eingetragen werden, dafs die Grund- 
kanten beider Körper um den Winkel a gedreht 
erscheinen. Wie grofs ist die Würfelkante zu 
nehmen? 

Auflösung. Man berechne die Würfelkante a aus 
der letzten Gleichung, oder auch aus 



2 



tana — 1 _ ^2a^h^ — k\(h — a) 

tan a + 1 ~" ki{h — a) ' 

p 
was sich günstig vereinfachen läfst. Auch sin a =» — kann 

zur Bestimmung gewählt werden. ^ 

204) Dieselben Aufgaben sollen für die 3, 5, 6, 
. . ., w-seitige Pyramide und die einzubeschreibende 
w-seitige regelmäfsige Säule mit quadratischen 
Seitenflächen gelöst werden. 

Die Lösung bietet nichts Neues. 

205) In eine 3, 4, 5, . . ., w-seitige Pyramide den 
Cylinder gröfsten Mantels bezw. Inhalts einzu-» 
beschreiben. 

Man benutze den einbeschriebenen Kegel, für den die 
Au^be schon gelöst ist. 

206) In eine 3, 4, 5, . . ., n-seitige Pyramide die 
regelmäfsige w-seitige Säule einzutragen, deren 
Ecken in den Kanten liegen und die den gröfsten 
Mantel bezw. den gröfsten Inhalt hat. 

Man benutze den umbescbriebenen Kegel, fiir den die 
Au%abe schon gelöst ist. 

207) In eine solche Pyramide die regelmäfsige 
w-seitige Säule gröfsten Mantels oder Inhalts 
einzubeschreiben, deren Ecken in die Mittellinien 
der Seitenflächen fallen. 

Man benutze den einbeschriebenen Kegel, für den die 
Aufgabe schon gelöst ist. 

208) Eine regelmäfsige w-seitige Pyramide zu 
berechnen aus Inhalt und Oberfläche. 
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Auflösung. Mau benutze den Radius x des ein- 
beschriebenen Grundkreises und die Hohe %, dann ist 

1) = n tan- [x^ + x^^x^ + y»] 

1% 

und 

2) tr=-tan-a;2y. 

Die Rechnung ist dieselbe wie beim Kegel, nur tritt n tan — 

an Stelle von n. Der Winkel — für den einbeschriebenen 

Kegel wird derselbe, wie dort, wenn nach der Pyramide 
gröfsten Inhalts bei gegebener Oberfläche oder kleinster 
Oberfläche bei gegebenem Inhalt gefragt wird. 

209) Einer gegebenen Kugel eine n-seitige regel- 
mäfsige Pyramide gegebenen Inhalts (oder gegebener 
Oberfläche) umzubeschreiben. 

Man löse die Aufgabe mit Hilfe des einbeschriebenen 
Kegels, für den sie bereits gelöst ist An Stelle von n 

tritt n tan — . 

210) Die regelmäfsige Pyramide und der Pyramiden- 
stimipf sind von Bedeutung för die Krystallographie. Das 
Tetraeder und das Oktaeder werden bei den regelmafsigen 
Körpern besonders behandelt, ebenso die Pyramide des 
Ikosaeders. Der Pyramidenwürfel, dessen Halbflächner das 
Dodekaeder ist, verdient besondere Aufmerksamkeit Bei 
der Abstumpfung des Würfels, des Oktaeders und Tetra- 
eders, des Rhombendodekaeders (welches Sonderfall des 
Pyramidenwürfels ist) treten regelmäfsige Pyramiden auf. 
Pjnramidenoktaeder und Pyramidentetraeder sind ebenfalls 
von Bedeutung. Die unbequem zu behandelnden Ab- 
kantungen werden besser als Abstumpfungen gewisser Körper 
betrachtet, gehören also ebenfalls hierher. Eine gröfsere 
Zahl von Ubungsbeispielen sind in Bd. I durch Zeichnung 
gelöst, so dafs Berechnungen leicht anzuschliefsen sind. Alle 
regelmafsigen Körper, alle Archimedischen Körper imd ihre 
reciproken, zahlreiche der Kugel einbeschriebene oder um- 
beschriebene Körper lassen sich bequem in leicht zu be- 
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rechnende regelmäfsige Pyramiden zerlegen. — Die Krystall- 
formen des quadratischen, des rhombischen und des 
hexagonalen Systems bieten reiches Übungsmaterial für 
dieses Gebiet. 

In der Architektur finden sich die Pyramide und der 
Pyramidenstumpf bei Türmen, Fabrikschomsteinen, Obe- 
lisken usw. Bei den erstgenannten ist die Frage der 
Stabilität dem Winddruck gegenüber von Bedeutung, was 
zu Übungsaufgaben aus der Mechanik fiihrt Die Gewichts- 
berechnungen siud auch von Wichtigkeit zur Ermittelung 
der Auflagerfläche des Fundaments, wobei der mittlere Druck 
gegen die Flächeneinheit des Grundes zu berechnen ist. 
Gering ist der mittlere Druck gegen jedes Quadratmeter 
der Grundfläche bei der Cheopspyramide. Ihre quadratische 
Grundfläche hat Seiten von 233 m Länge, die ursprüngliche 
Höhe war 146 m (jetzt auf 137 m durch Abstumpfung 
herabgegangen). Das Material ist Kalkstein. Weit gröfser 
ist der Flächendruck bei einem gleich hohen Turme oder 
einer gleich hohen massiven Säule oder einem Fabrikschom- 
stein derselben Höhe. — Die Berechnung der zum Aufheben 
eines Obelisken nötigen Arbeit (Hebung des Schwerpunktes 
um Ä und Gewicht p geben die Arbeit ph), die Berechnung 
der Arbeit zum Umstürzen eines solchen (Hebung des Schwer- 
punktes, bis er senkrecht über der Kippkante liegt), gehören 
der Mechanik ebenfalls an. 

in. Übungsaufgaben über regelmäTsige Körper. 

211) Ein regelmäfsiges Vierflach habe die Kante a = 15. 
Wie grofs sind Höhe, Oberfläche und Inhalt? 
Auflösung: 

Ä = 12,247, = 389,71, J = 397,75. 

Ein regelmäfsiges Vierflach habe die Höhe h = 5,4. 
Wie grofs sind die Kanten, die Dreiecke der Oberfläche 
und der Inhalt? 

Auflösung: 

a =^ Ä T/| = 6,6136, F^^y3== 18,94, 

J^=«^y3 = 34,091. 

o 
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212) Ein Würfel habe die Kantensumme s = 12a, 
Wie grofs sind die Kanten der übrigen regelmäfsigen 
Körper derselben Kantensumme? 

Auflösung: Zeigen die Indices die Flächenzahl an, 
so ist 

o 2 _2 

O O 

213) Ein Würfel habe die Oberfläche 0=-6a2. 
Wie grol's sind die Kanten der übrigen regelmäfsigen 
Körper derselben Oberfläche? 

Auflösung: 
aj ]/3 =r 6a^ also a^ = «^12. 

2al ys =- 6a*, also a» = afs. 

3 al2^b(b + 2iö) = 6a2, also ai2 = a\/ -=■ 

^ r 5(5 + 2y5) 

= aT/ ^(^-'2y5) =ai/0,8-0,32y5. 

5a2oy3 = 6a^ also aao = ^l/ö^ = ^ y0,48. 

214) Ein Würfel habe den Inhalt J^a^ Wie 
grofs sind die Kanten der übrigen regelmäfsigen 
Körper desselben Inhalts? 

Auflösung: 



^8 
»4 



1/2 = a3, also a4 = ay72. 

1.^ 



^/2 = o*, also Os^al/g 



^15 4- 7 yö) = a», also 01, = «!/- 
_ a 1/ 4(15-7/5) _ ^|/ 

y (15 H- 7 Vö) (15 — 7 yö ) ' 



15 + 7/5 

4( 7/5 — 15) 
20 
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oder ai2 = al/ ^ ~ — =- aH,4:^ — 3. 

oder 0,0 = aVl,8*— yl^. 

Bemerkung. Dieselben Aufgaben lassen sich lösen 
für regelmafsige Körper, die Kugeln derselben Gröfse um- 
beschrieben bezw. einbeschrieben sind. Ist z. B. für den 

Würfel ^ = ö > so wird 

6d 



-i/r a 



^®^ a4 = ay6 usw. 

215) Aufgabe. Einer Kugel sei ein regelmäfsiges 
Vierflach umbeschrieben, ein ebensolches einbe- 
schrieben; der Unterschied ihrer Kantensummen sei 
gleich d. Wie grofs ist der Radius der Kugel? 

Auflösung: Aus a = ^y24 und 



folgt für JJ ^ e» dais 



a 



ist, also ist auch die Kantensumme 

s 

Daraus folgt 



e = 



Sye 48 
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215b) Dieselbe Aufgabe, jedoch soll der Unter- 
schied D der Oberflächen gegeben sein. 

Auflosung: Die Dimensionen beider Vierflache ver- 
halten sich wie 1:3, die Oberflachen also wie 1 : 9, daher ist 

i)-.0-0,-|0-|a«y3=|y3.24e« = 64e»]/|, 
folglich 

Q - 64 ' ^ r 64 - 8 ' ^ ''** 

216) Dieselbe Aufgabe, jedoch soll der Inhalts- 
unterschied jy der Vierflache gegeben sein. 

Auflösung: 

Ji : J=- 1 : 27, 
also 

„ ^ ^ 26 T 26 «8 rr 13a« i/T 

D'-J^-^x-27«^=27 12>^=3T27-K2 



24 }/24 =^ -^r;^ ys e». 



Daraus folgt: 

Q 



13^/1 

"=81 [/2< 

_ ] 7 27jy ^ i7 zyy243 

" l' 13 . le^S ~ l' 208 



13.16 



Beispiel: Für D = 132,21 folgt r — 2,1478. 

Bemerkung. Man dehne die letzte Gruppe von Auf- 
gaben auf alle regelmalsigen Yielflache aus. 

217) Der Inhaltsunterschied für einen Würfel 
und ein Tetraeder derselben Kante sei gleich D. 
Wie grofs ist diese Kante? 

Auflösung: 

D = «»-gy2-a3(l-^y2), 
also 



a 



1 — — V2 
12' 



71 
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Bemerkung. Man stelle die entsprechenden Aufgaben 
für die Inhaltsunterschiede und Oberflächenunterschiede be- 
liebiger regelmäisiger Körper auf^ die entweder gleiche 
Kante^ oder gleiches q, oder gleiches B usw. haben. 

218) In ein regelmäisiges Oktaeder von der 
Kante a soll ein Würfel so eingezeichnet werden, 
dafs seine Ecken in die Kanten fallen. Wie grofs 
ist seine Kante zu nehmen? 

Auflosung: In der oberen Hälfte ergiebt sich 

Daraus folgt 

aj « _^y^ _ ay2 (y2 — l) = a(2 — 1/2). 

219) Dieselbe Aufgabe, jedoch sollen die Würfel- 
ecken in die Flächenmittelpunkte fallen. 

Auflösung: Es wird — gleich dem dritten Teile der 
Halbachse, d. h. a? = ^ y2 . 

220) Dieselbe Aufgabe, jedoch soll der Würfel 
um den Winkel a gegen den ersten gedreht er- 
scheinen. 

Auflösung: Der horizontale Querschnitt in der Höhe 

jr ist ein Quadrat, welches die Seite h haben möge. Dabei ist 



oder 



d.h. 



«:6 = aj/i:(«]/|-|) 



In dieses Quadrat ist ein Quadrat mit Seite x so ein- 
zuzeichnen, dals h^x (cos a + sui a) ist. Die Gleichung 
geht über in 
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^1/2 — I = ^ («>8 a + Sin a) 1/- 

oder 

a^ — x^'X (cos a + sin a) y2 

und daraas folgt 



X = 



1 + (cos a + sin a) y2 



In dieser Lösimg sind die beiden anderen als besondere 
Fälle enthalten (a = und a = 450). 

221) Bemerkung. Demnach lassen sich in das regel- 
mälsige Oktaeder unendlich viele Würfel einzeichnen^ deren 
eine Mittiellinie in eine der Achsen fällt. Dem Würfel 
aber lassen sich unendlich viele Oktaeder in derselben 
Weise umbeschreiben. Da in jeden Würfel ein Tetraeder 
einbeschrieben werden kann, jedem Oktaeder aber ein 
Tetraeder umbeschrieben werden kann^ so lassen sich noch 
weitere Bemerkungen anknüpfen. Wenn im Folgenden von 
,^egelrecht einbeschriebenen Vielflachen^* die Rede ist, sind 
stets solche gemeint, bei denen die Ecken des einbeschrie- 
benen Körpers in die Mittelpunkte der Flächen des anderen 
fallen. Das entsprechende gut für regelrecht umbeschriebene 
Körper. Dem Tetraeder lassen sich ebenfalls unendlich 
viele Tetraeder in unregelmäTsiger Lage einbeschreiben, 

deren Kanten zwischen — und — liegen. Man versuche die 

entsprechenden Aufgaben zu lösen. 

222) Gegeben seien drei Gerade von gleicher 
Länge, die miteinander gleiche Winkel einschliefsen, 
Sie sollen Projektionen dreier Kanten eines regel- 
mäfsigen Zwölfflachs sein. Die scheinbaren Längen 
der übrigen Kanten sollen konstruiert und berechnet 
werden. 

Auflösung: P (Ä, A^, A^ seien die drei Kanten. 
Ihre scheinbare Länge sei Ä. Man ziehe A^A^^y fälle darauf 
von P das Lot TD und verlängere dieses so weit, dais TE 
in D stetig geteüt ist, derart, dafs VD der kleinere Teil 
ist. Auch A^ D teile man durch F in derselben Weise und 
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maxjhe das in E auf DE errichtete Lot EC gleich DF, 
ebenso JBE = DF. Mit PG schlage man um P einen E[reis. 
Errichtet man auf 
A^Ai in A^ und 
Ai Lote, die den 
Kreis in G2 imd 
G^ schneiden, und 
macht man PH 
gleich kf so hat 
man in BCG^HG^ 
eins, in A^BCA^P 
ein anderes der 
gesuchten Fünf- 
ecke. Projektion 
nach oben giebt 
die Fünfecke 

GiB'CGiAymA 
PAiB'CAi Der 
RestderZeichnung 
ist leicht zu voll- 
enden. Der Be- 
weis sei dem 
Leser überlassen. 

Die Berechnungen sind an Nr. 165 anzuschliefsen. Es 

wird im gleichseitigen Dreieck AA^A^^e Seite A^A^ = A}^ 

usw. BC^^a ist die richtige Lange der Fünfeckskanten. 

Demnach ist a = |y3(y5 — l) und 'k^2ay\—J^ 

d f ^ 1/5 — 1 

= — — (Vö + 1). Der Radius der umbeschriebenen Kugel 

'^^ a .3 

ist JJ = -j-ys (yö + 1), also istU«^^. Sie erscheint als 

konzentrischer Kreis zum Kreise der Aufsenpunkte der Figur. 
Der innere Kreis hat den Radius jBi==PC=«^ 




Fig. 82. 



n 



Winkel EPC bestimmt sich aus tana = 

Holzmüller, Stereometrie, n. 



EG 
EP 

10 



, Winkel 
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J3PC » a ist also leicht zu bestunmen. Da femer ^ BPG^ 

Ofifi 

= -^zr- = 60® ist, so ist auch < CPG^ bekannt und CG^ 

leicht zu berechnen. Aus BG^ = 22^ ergeben sich Ver- 
einfachungen für Konstruktion und Berechnung. 

Die Konstruktion des Gebildes aus a kann z. B. nach 
der Auf klappmethode erfolgen. Man legt drei regelmalsige 
Fünfecke mit P aneinanderi so, dafs sie in einem Kreise r^el- 
mäXsig verteilt U^en. Dann klappt man auf, wobei die 
Projektionen der bewegten Punkte sich senkrecht gegen die 
dem festgehaltenen P gegenüberliegenden Seiten bewegen. 
Dies giebt zunächst Schnittpunkte A, Ai, A^ (Fig. 32). Jetzt 
fihrt man fort, wie vorher (jedoch braucht man nur JE zu 
bestimmen), oder man verfahrt wie in Fig. 64 des ersten 
Bandes unter Zuhilfenahme des Aufrisses. 

223) Die Inhaltsdifferenz eines Würfels und des 
ihm regelreht einbeschriebenen Oktaeders sei gleich 
2). Wie grofs ist die Würfelkante? 

Auflösung: Aus J' — J ^= D folgt 

also g 



und 



x-p 



.-Ifs 



Bemerkung. Ist D die Oberflachendifferenz, so folgt 
ebenso 

2/3 V 2/3/ 

oder ^ 

6». V. 

1 — 



2y3 

d.h. 



a = 
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Ist d der Kantenanterschiedi so folgt 



V2 l l^j 



Entsprechend sind die Aufgaben (ur das Oktaeder und den 
regelrecht einbeschriebenen Würfel, für das regelmäfsige 
Zwölffiach und das einbeschriebene Zwanzigflach, für das 
regelmaTsige Zwanzigflach und das einbeschriebene ZwölflSach 
zu lösen. Auch der Unterschied von B' und q kann dabei 
gegeben sein, ebenso der Unterschied der E^tensummen. 

224) Der Inhaltsunterschied eines Würfels und 
eines regelmäfsigen Zwölfflachs von derselben 
Eantenlänge sei gleich D; wie grofs ist die Kante 
beider Körper? 

Auflösung: 

folglich : 



r 5(^5 + 3) — 12 M 



12D 



5(y5 + 3) — 12 r 5/5 + 3 

Bemerkung. Ebenso kann man Aufgaben über die 
Oberflachendifferenz des Würfels und eines andern regel- 
mäfsigen Körpers stellen, ebenso solche über den Unter- 
schied der Eadien B, der Radien g. Die Aufgaben lassen 
sich auf beliebig gewählte Körper dieser Art ausdehnen. 

225) Der Inhalt eines Würfels verhalte sich zu 
dem eines Tetraeders wie l:w, wie verhalten sich 
ihre Kanten? 



Auflösung: 



a» 



i^ß^lin, 



folgUch: 12n 

a» : ai « 1 : —p:r . 

Wie verhalten sich ihre Oberflächen? 

12n\» 



0:0.-«. = «:-l.(^) 



10' 
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Die entsprechenden Aufgaben lassen sich für beliebige 
regelmäfsige Körper lösen. Statt des Verhältnisses der In- 
hfiJte kann das der Oberflächen oder das der Kanten ge- 
geben sein. 

226) Ein Würfel und ein Tetraeder derselben 
Kantenlänge haben zusammen das Gewicht p. Wie 
viel wiegt jeder Körper für sich. 

Auflösung: 

227) In einer Modellsammlung befindet sich eine 
Gruppe, die fünf regelmäfsigen Körper derselben 
Kantenlänge darstellend. Sie haben zusammen das 
Gewicht jp. Wie viel wiegt jeder einzelne? 

Auflösung: 

J^ 

e74 + Je + e/g + e/jLg + «^20 

J, 

«^ 4 + «^ 6 + «^8 + «^12 + «^20 

usw. Für die J sind die Tabellenwerte, durch a ausgedrückt^ 
einzusetzen, wobei sich a^ weghebt. 

Entsprechende Aufgaben lassen sich for die Körper 
aufstellen, die übereinstimmende o oder iJ, oder O oder J 
haben, nur lür den letzten Fall mufs etwas anderes als p 
gegeben sein. 

IV. Einige Aufgaben über halbreguläre und die ihnen 

reciproken Körper. 

a) Die Halbstumpfe und die ihnen reciproken Korper. 

Die Halbstumpfe entstehen durch diejenige Abstumpfung^ 
bei der von jeder Kante die Hälfte weggeschnitten wird. 
(Vgl. Bd. I, § 95', 129 usw.) Das Tetraeder giebt ein Okta- 
eder, kommt also nicht weiter in Betracht. 

228) Der Halbstumpf des Würfels und des Okta- 
eders ist durch Fig. 33 dargestellt und in Bd. I, § 95' be- 
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schrieben. Durch Verbindung der Ecken mit dem Mittel- 
punkte entstehen sechs quadratische und vier dreikantige 
reguläre Pjoumiden. Alle 
Grundkanten sind von der- 
selben Länge, ebenso alle 
Seitenkanten der Pyramiden. 
Daraus ergiebt sich die eine 
Berechnungsart Eine zweite 
geht vom Würfel aus, vom 
dem acht dreiseitige Pyra- 
miden abgeschnitten werden; 
eine dritte vom Oktaeder, von 
dem sechs quadratische Pyra- 
miden abgeschnitten werden. 
Jede hat als Inhalt den achten 
Teil der oberen Hälfte des Okta- 




eders, 



so 



dafs 



wx.^ Fig. 88. 

— = — vom Oktaederinhalt abgeschnitten 



wird und — J^ bestehen bleibt. Ist It die Kante des 

5 
Oktaeders, so bleibt stehen J=-^Tc^y2. Nun ist aber die 



24 



k 



Kante des vorliegenden Körpers a = ^, also wird 
J=\a?^, O = 2o*(3 + y3), E = a. 

o 

Eine einbeschriebene Kugel giebt es nicht; der Abstand 
der Quadrate und Dreiecke 
vom Mittelpunkte ist: 

Q\ = «1/2 ^ ^2 = «l/g- 

229) Der reciproke Kör- 
per des letzteren ist das 
Rhombenzwölfflach oder 
Granatoeder, vgl. Bd.I § 95, 
Er läfst sich als Pjnramiden- 
würfel berechnen. Ist die Würfel- 
kante, d. h. die kleinere Dia- 
gonale jedes Rhombus gleich rf, Fig. 84. 
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80 eigiebt sich, da die Pyramidenhöhe gleich ^ ist^ durch 
sehr leichte Berechnung 

J-_2d», O^ßcP-ß, e-dl/f, Bi-d, B, = |y3, 

wobei JRi der Abstand der Vierkantecken, B^ der der Drei- 
kantecken ist Als Kante des wirklichen Körpers findet man 



aus 



"'"(l)+('^l4)~j^^*"^^'*"l>^' 



so dafs d 



-2«i/i 



oben einzusetzen ist So erhält man 






Mqn kann den Körper auch als aus zwölf rhombischen 
Pyramiden zusammengesetzt betrachten, von denen jede die 

dd, ,„i/r , ,. „., ,i/l hat, so da& 



Grundfläche 



— und die Höhe d 



2 -r2 /y2 /i 

auch die einbeschriebene Kugel den Eadius Q '^ dl/ — 



'—n 



— hat. 



230) Der Halbstumpf des regelmäfsigen Zwölf- 

und Zwanzigflachs. 

Fig. 35 stellt den schon 

in ßd.I, § 119 beschriebenen 

Körper dar, der von zwölf 

regelmäfsigen Fünfecken und 

von zwanzig regelmäfsigen 

Dreiecken begrenzt ist. Zieht 

man z. B. vom Ikosaeder 

zwölf funfseitige Pyramiden 

ab, wobei das Ikosaeder die 

Kante k, jede Pyramide die 

k 
Seitenkante a»>^ hat, so 

findet man mit Hilfe der 
Tabelle. (Seite 116.) 
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J-= I o»(45 + 17^5), = 5o»(}^+3]/l + 2l/|), 

li=-|(l + y5). 

Dasselbe Eesultat erhalt man durch Abziehen von 20 drei- 
seitigen Pyramiden vom zugehörigen Dodekaeder. 

231) Der reci- 
proke Körper des 
letzteren^ das ßhom- 
bendreifsigflach, 
ist in Fig. 36 dar- 
gestellt und in Bd. I^ 
§ 129' beschrieben. 
Ist Q die Halbachse 
und zugleich der 
Radius der einbe- 
sehriebenen Kugel, 
so ist die gröfsere 
Diagonale jedes 

Khombus 

d=|(y5-i), 

die kleinere 




Fig. 86. 



4t=4(3-y5), 



die Fläche also gleich 



^2 



ii 



|- (3^5 - 3 - 5 + yö) = 1 (Vö - 2), 

die Oberfläche des Körpers ist also 

= 15^2(y5_2), 
der Inhalt 

Die Körperkante ergiebt sieh aus 



«* = T + T = ^(5-2y5) 



als 



152 n. Senkrechte Kreiskegel, regelm&TBige Pyramiden etc. 



a=«|)/5-2y5, 



so dafs 

2a 



/5-2y5 
Daraas folgt 



». 2af±^ = 2.}/l + 2]/i. 



— 12a«y5, J— 8o»l/ ^— = - 8a»V5 + 2V5, 

rö — 2y5 

e-2a'[/n..2j/i. 

Auch die Kanten- und Flächenwinkel beider Körper 
sind leicht zu berechnen. Der zuletzt genannte gehört 
insofern hierher, als es sich bei ihm um regelmäfsige Ecken 
handelt^ von denen 20 dreikantige 12 funikantig sind. Die 
beiden Gruppen haben verschiedene Entfernungen vom 
Mittelpunkte e so dafs es keine umbeschriebene Kugel giebt. 

ß) Die übrigen Arehimedisohen Körper mit Bwei Arten 

von Flächen. 

232) Stumpft man das Tetraeder um — der Kante ab, 

so entsteht entsteht ein von vier Dreiecken und vier Sechs- 
ecken umgebener Körper. Für ihn ist 

J^^a^p, = 7a2y3, 5 = ^/22. 

Man konstruiere imd berechne auch den reciproken 
Körper. 

233) Stumpft man das Oktaeder um — der £[ante ab, 

6 

so entsteht ein von sechs Quadraten und acht regelmafsigen 
Sechsecken umgebener Körper, für welchen sich ergiebt 

e7=8a3y2, = 6a2(i + 2y3), JJ^^a/lÖ. 

Man bilde und berechne auch hier den reciproken Körper, 
ebenso für die folgenden Körper. 
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234) Abstumpfung des Würfels mit Kante kmnh 



i^-n) 



(wobei man also von der Kante die Hälfte der Flächen- 
diagonale abzuziehen und den ßest als abzuschneidenden 
Teil der Kante zu betrachten hat) giebt einen von acht Drei- 
ecken und sechs Achtecken umgebenen Körper, für den 

J^ l a3(3 + 2y2), = 2a2[6(l + ^2) + l/3~], 

i2 = ia)/7+Tyf, 

235) Abstumpfung des regelmäfsigen Zwölfflachs in 
folgendem Sinne: Man bilde 
in einem der Fünfecke den 
Centriwinkel APB und teile 
ihn in vier gleiche Teile -4 PD, 
BPKy KPE und JSPB. 
Die beiden mittleren Winkel 
geben den Centriwinkel DPÜ? 
des regelmäfsigen Zehnecks. 
Wird jede Kante um AD ab- 
gestumpft, so entsteht ein von 
20 Dreiecken und 10 Zehn- 
ecken umgebener Körper, für 
den 



J^===^a3(99 + 47y5), 
= 5a2 [y3 + 6)/5 + 2y5 




, JB=-|}^2(37 + 15y5). 



236) Abstumpfung des regelmäfsigen Zwanzigflachs um 
— der Kanten giebt einen von 12 Fünfecken und 20 Sechs- 
ecken umgebenen Körper, für den 

J^ j (125 + 43/5), = 15a2 2/3 + 2]/^ , 



5 = 1/2(29 + 9/5), 
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237) Durch geeignete Abstumpfung und Abkantung des 
Oktaeders oder des Würfels ergiebt sieh ein von acht Drei- 
ecken und achtzehn Quadraten umgebener Körper, für den 

J^|a8(6 + 5y2), 0«2a2(9 + y3), B ^^^0 + 2^2. 

238) Man versuche für das 38 -Flach mit 32 Dreiecken 
und für das 92-Flach mit 80 Dreiecken und 12 Fünfecken, 
die Formeln aufzustellen. (Vgl. Heinzes Programmschrift^ 
Cöthen, 1868.) 



y) Die von drei Arten von Flachen umgebenen 

. 

Archimedischen Körper. 

239) Geeignete Abstumpfung und Abkantuug des Okta- 
eders oder auch des Würfels giebt einen von acht Sechs- 
ecken^ zwölf Quadraten und sechs Achtecken umgebenen 
Körper mit 

J"=2a3(ll + 7y2), 0=12a2(2 + y2 + y3). 
Je 



240) Geeignete Abstumpfung und Abkantung des Ikosa- 
eders oder Dodekaeders giebt einen von zwölf regehnäfsigen 
Fünfecken, zwanzig Dreiecken und 30 Quadraten umgebenen 
Körper, für den 

J= ^ (60 + 29]/5), ^ ba^e + ^3 + sV 1 + 2]/^l 

B^yil + Aß. 

241) Geeignete Abstumpfung und Abkantuug des Ikosa- 
eders oder Dodekaeders giebt einen von 30 Quadraten, 
20 Sechsecken und 12 Zehnecken umgebenen Körper mit 

J^=5a3(19 + 10y5), = 30a2(l + /S + fö + 2/5"), 
R^hl31 + 12ib. 
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Damit ist die Reihe der Archimedischen Korper er- 
schöpft.*) Berechnet man sämtliche reciproken Körper, die 
zu ihnen gehören, so ist das Gebiet dieser Körper in sich 
vollständig abgeschlossen. Auch die Berechnung der Winkel 
macht keine Schwierigkeiten, wird aber zweckmäTsig erst 
nach Abschluis der Lehre von den Dreikantecken behandelt. 



y. Einigre Aufgaben über Krystallogrraphie, Durch- 
dringrungen und Stemkörper. 

Die hierher gehörige Aufgabengruppe der Krystallo- 
graphie kann als unerschöpflich bezeichnet werden. Nur 
einige Beispiele, besonders aus dem Gebiete des regulären 
Krystallsystems, sollen zur Sprache kommen. An einigen 
Stellen soll die Inhaltsformel far das allgemeine Tetraeder 
zur Anwendung gelangen. 

242) Pyramidenwürfel. Ist die Würfelkante gleich a, 
die Pyramidenhöhe gleich h, 
so wird der Inhalt: 



J^ a^ + 6 



a^h 



a^(a + 2h), 



die Pyramidenkante: 
Je 



Ä^+2, 



-r 

die Höhe der Pyramidenseiten : 



.,»-^w| 



Jya« + 4AS 




die Oberfläche: 



Fig.8& 



*) Die meisten findet man in der „Genetischen Stereometrie^' 
yon Heinse-Lncke, Leipzig bei Teubner, 1886, gezeichnet, nnd in 
Heinz es Programm, GOthen, 1868, sind sämtliche berechnet. Die Be- 
rechnungen selbst haben nnr den Wert yon Übungsaufgaben. Während 
des Druckes ist erschienen Brückner: Vielecke nnd Yielflache 
(Leipzig bei Teabner). Dort sind sämtliche Archimedischen Körper 
auf Seite 182 bis 140 berechnet und anf Tafel VI konstruiert, später 
auch die ihnen reciproken Körper behandelt. Die entsprechende 
Litteratur wird angegeben und besonders auch Meier Hirsch genannt. 
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=- 6aya« + 4*2, 

der Radios der nmbeschriebeDen Kngel: 

3J a a + 2h 



Q--n- 



2 i'a» + 4A» 

Der Xeignngswinkel der Pyramidenflachen g^en die zu- 

2h 
geborige Wörfelfläche berechnet sieb aus tana = — , der 

Winkel aneinanderstolsender Flachen verschiedener Pyra- 
miden ist gleich 90® -|- 2 a. Der halbe Winkel zwischen je 
zwei Flächen derselben Pyramide folgt ans 



«yi 



2 a smy 






\ro y den Basiswinkel der Pyramidenfläcbe bedeotef^ der ans 
sin X °- ^ fo^g|t, so da(s 



Soll eine mnbeschriebene Kogel möglich sein, so moTs 



sem. 



2>^-2=2<>^-l> 



243) fihombendodekaeder oder Granatoeder. 

Macht man beim Pyra- 

midenwfirfel h=^ ^, so ent- 
steht das BhombenzwöUBach 
oder Grranatoeder. Ist a die 
Würfelkante, so wird J=^ 2a', 

0=-6an2, ^=a| J,dieXd- 

gong det Pyramidenflächen 
gegen die Würfelfladiai wird 
gleidi 45^, die der Pjrramiden- 




Pi®.Ä 



kante folgt ans tan a 



-n 



Femer wird sin 
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h J^ yä . (Vgl. § 229.) 



^ys, die Kante des Körpers wird 



2 



Beispiel: i= 10 giebt a= 11,547, J=3079,2, 0=1131,4, 
Q = 8,165. 

244) Halbflächner des Pyramidenwürfels oder 
symmetrisches Rhombendodekaeder. 

Die mit + bezeichneten Flächen der Fig. 38 bleiben 
stehen, die übrigen (mit -) faUen weg. Die ersteren sind so 
zu erweitem, dals der Körper geschlossen wird. In dem durch 
NLy LHf die Senkrechte durch N und eine Horizontale 
durch H gebildeten Trapeze ist der Winkel d bei R gleich 

90® — a, seine Tangente also gleich -jrj-. Die Projektion 



von LH auf die Horizontale ist 

h 

also 



2Ä2 



^^-2- 



tan (900— a) 

2Ä2 «2 



a 



a 



4A2 



a 



2a 



iT i 



Das Weitere sei dem 
Leser überlassen. Der 
Körper ist die Krystall- 
form des Schwefelkieses. 

Bei Ä=^(y5— l)geht 
4 

er in das regelmalsige 
Rhombeuzwölfflach über. 
(Fig. 40.) (In der aus 
JBd. I übernommenen 
Figur sind andere Be- 
zeichnungen angewandt.) 

245) Der abge- 
stumpfte Würfel. 

Ist ÄK'^ ÄJ=^ ÄL^py so hat jede einzelne der 

abgeschnittenen Pyramiden den Inhalt -^ . Ist ^ < ^ , so 

" "^ a 

greifen die Pjrramiden nicht ineinander über. Ist jp>^, 




Fig. 40. 



1 
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BO wird der Korper besser als abgestumpftes Oktaeder be- 
handelt. Hier also wird die Voraussetzung p <.^ 

gemacht. Dann wird der 
Körperinhalt: 

J^a? — — ü* 
o 

Die Oberfläche wird: 

0=«6a2 — 24^ + 8^/3 

= 6»» — 12i>2 + 41)2/3 

«6a» — 4i)2(3 — yä"). 

Stets ist eine mnbe- 
schriebene Kugel vor- 
handen, deren Radius sich berechnet aus JB» = M'N^ + ^-N'*. 
Hier ist: 




Fig. 41. 



i> 



8 



JfiV^ 



MA-l>fA^\i^-^^\ß- 



6 



JP^ 



Ä;2 r- 



%ß- 



_1 *V3_ -P 



imd: 



also: 



^^-ii^-'i^-^yi- 



JP 



2 



U2 _ _a2 + ^ _ ap + -i?2 =. _a2 +i)2 



op 



a 



Soll sich eine Kugel einbeschreiben lassen^ so mufs MN=^ — 



Da aber 



«ein, cl.h. |y3-^ = | oderj,=J(3--y3). 

dabei p> ^ wird, kann dies erst bei der folgenden Au%abe 
behandelt werden. 
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Einfacher werden die Resultate^ wenn jp als Bruchteil 
von a gegeben wird, z. B. beim Halbstumpf ^ wo p =^ ^y 
jr=|a3^ 0«a2(3 + y3) wird. 

246) Das abgestumpfte Oktaeder. Die Halbachse 
des Oktaeders sei a, die Kante ä; » a]/2^ dann ist der Inhalt: 

die Oberflache: 

"Wird bei der Abstumpfung die Halbachse um Ä < ^ ver- 
kürzte so hat jede abgeschnittene Pyramide den Inhalt: 

''«"«» 2 ~ 3 
Der abgestumpfte Körper hat also den Inhalt: 

jr= j; _ 6 Jj = ^1 — 4Ä8 = J (o» — 3Ä»). 

o 

Von der Oberfläche wird an jeder Ecke entfernt 

jedoch hinzugefugt (— aj^j =2h^, so dafs die Korperober- 
flache wird: 

= 4a2y3 _ I2h^{ß— i). 

Die umbeschriebene Kugel ergiebt sich aus: 

JS2 _ (a _ hy + Ä2 = «2 + 2Ä2 — 2ah. 
Soll sich eine Kugel einbeschreiben lassen, so mufs 

a — Ä = ötl/— = Q sein, d. h. ä = a (l — 1/— j . Dann ist: 
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Sobald Ä > ^ wird, werden besser die Fonoela des ab- 

g«Btumpfl«n Würfels aoge wandt. 

[Aus der Lösung für q ergebt sicli als Inhalt des ab- 
gestumpüten Würfels, dessen Kante ursprÜQglich gleich a 
war, für den Fall der einzubeschreibenden Kugel 

J"= |o'(2 — -ß), 0= 15o«(2 — yS).] 

247) Den at^feanteten Würfel (Bd. I, Fig. 31) behandle 
man als RhombenzwÖLEflach, welches an den Vierkantecken 
abgestumpfl ist, nach den obigen Mustern; das abgekantete 
Oktaeder als Ghombendodekaeder mit Abstumpfung an den 
Breikantecken. — Auch das Pyramidenoktaeder ist leicht 
zu behandeln. Von krystaHogntphischem Interesse sind noch 
die abgestumpften und abgekanteten Tetraeder. Auch 
Trapezoeder und Hexakisoktaeder lassen sich bequem der 
Rechnung unter- 
ziehen, ebenso die 
Formen des qua- 
dratischen, rhom- 
bischen und hexa- 
gonalen Systems. 
248)Diehexa- 
gonale Durch- 
dringung zweier 
gleich grofser 
WQrfel in Par- 
J^ allelperspek- 

tive zu zeich- 
nen und zu be- 
rechnen. iVgL 
§ 10.) 

Auflösung. 

Man zeichne den 

einen Würfel in 

der üblichen Front- 

pj 42. Stellung und bilde 

die HalbieruDgs- 

punkte der die Diagonale PP^ schneidenden Kanten, z. B. Q, 

K, L. Die Verbindungslinien der benachbarten dieser Punkte, 
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also QK, KL usw. bilden das zur Diagonale PP^ senkrecht 
stehende^ beiden Würfeln gemeinsame Sechseck, gegen das 
sie symmetrisdi liegen. Ist N der Halbierungspunkt von 
KL und M der Mittelpunkt des Würfels, so ziehe man MN 
und verlängere es bis zum Durchschnitt mit der durch A 
zu PP^ zu ziehenden Parallelen. ÄO ist dfumx, wie PPi, 
ein Lot auf der Ebene des Sechsecks, dessen Verdoppelung 
den symmetrisch liegenden Eckpunkt A^^ giebt. A^P^ giebt 
eine Kante des zweiten Würfels, das verdoppelte Aj^K eine 
zweite, das verdoppelte A^L eine dritte, so dafs die Zeich- 
nung leicht zu vollenden ist, — Die gleichnamigen Buch- 
staben sind ßynnnetrisch gegen das Sechseck liegende. 

Die sechs vorspringenden Pyramiden haben je eine 
rechteckige Ecke, z. B. JS^, deren Kanten die langen a, 

^ und jr haben, so dafs der Inhalt gleich 



1 /a a 1\ o^ 
3^\2 *2 '2/^24 



ist. Alle sechs zusammengenommen haben den Inhalt --p, 

a* 5 
das Gesamtgebilde also den Inhalt a^ + t' '^ t^* • ^^^ 

4 4 

beiden Würfeln gemeinsame Teil hat den Inhalt -j-« Be- 
trachtet man PKQ als Grundfläche Fj^ einer der vor- 
springenden Pyramiden, so ist 



F^^a^ — 



a^ a^ «2 

+ "T + "^ 



3«» 

— a^ 



4 ' 4 ' 8J 8 
und es ergiebt sich als Höhe: 

Ux 24 a 

8 

Aus dieser imd den Höhen der Seitenflächen PKE^, KE^Q, 
QE^P sind die Neigungen dieser Flächen gegen die Flächen 
des andern Würfels leicht zu berechnen. 

Die Endpunkte aller von JP ausgehenden Würfelkanten 
liegen auf einem Kreise, dessen Ebene normiJ zu PP^ ist, 

Holzmflller, Stereometrie. IL 11 
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die von P^ ao^ehendeD ebeniallfi. Die umbeechriebene 
Engel, ebenso die einbeBchriebene, ist beiden Würfehi ge- 



Die Flächen mnhüllen eine r^elm£läiee sechsseitige 
DoppelpTiamide. Die Ecken geben eine 8e(£s3eitige Säule 
mit Doppelpyramide. 

249) Die dodekaedrische Durchdringung zweier 
gleichgrofserWürfel 
zu berechnen. 

Auflösung. In 
Bd. I, § 131, ist die 
Konstruktion durch- 
gefährt und gezeigt, 
dals die TeUungen 
der Würfelkanten 

stetige sind. Jede der 
vorspringenden Pyra- 
miden hat eine recht- 
eckige Ecke mit den 
Kanten a^^a, 

Si-|(ys-i), 
«.-|(3-y6), 

also vom Ixbalte: 

Die sechs Vorspriinge zusanmiengenonmien sind vom Inhalte 

o'{y5 — 2), das GesamtgebÜde also vom Inhalte «'{^ — 1). 

Die Fläche, mit der jeder Yorsprung auf dem andern 

Würfel sitzt, ist j; — ^(3 — ]/5). Sie wird durch das 

Abziehen rechtwinkliger Dreiecke vom Quadrat gefunden. 
Die zugehörige Fyramidenböhe ist: 

3J, -2(V^-2> y5-23 + y5 a,^ ,, 
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80 dafs sie, wie in Bd. I § 84 gezeigt wurde, der grölsere 
Teil der stetig geteilten HalbkoDte des Würfels ist 
Die Grundkanten jeder Pyramide sind: 




Die Höhen der zugehörigen Pyramidenfläehen sind daraus 
leicht zu berechnen, ebenso die Neigungswinkel dieser Flächen 
gegen die des andern Würfels. 

250) Will man diese Durchdringung isometrisch dar- 
stellen, wobei die ge- 
meinschaftliche Dia- 
gonale als Punkt 
erscheinen soll, so 
zeichne man wie 
in Figur 2 den einen 
Wörfel als regel- 
mäTsiges Sechseck, 
teile eine der Seiten 
des Sechseckes nach 
dem goldenen Schnitt 
und bilde seinSpiegel- 
bild gegen den zum 
Teilpunkte gehörigen 
Durchmesser. Dann 
erscheint auch der 

zweite Wörfel als Fi« **. 

regelmäTsiges Sechs- 
eck und auf je zwei sichtbare Flächenteile des emen folgen zwei 
sichtbare des andern. In Fig. 44 ist diese Durchdringung dar- 
gestellt. KF ist die benutzte Symmetrieachse. Im Dreieck 
PAC berechnet sich der Winkel a bequem nach dem Tan- 
gentensatze aus PA = r, ÄC=^{'}/S — 1) und dem ein- 
geschlossenen Winkel von 60^ und darans erfährt man, um 
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welchen Winkel 2 a beide Würfel g^neinander gedreht sind« 
Die Punkte des Kreises mit Badius r und die Punkte P 
und P^ sind 14 von den 20 Ecken des Dodekaeders der 
Figur 32. Die Flachen sind 12 von den Flachen eines 
Rhombendreifsigflachs (Bd. I, Fig. 45), die Flachen umhüllen 
eine unregelmäfsige sechsseit^ Doppelpyramide mit P und P^ 
als Spitzen. 

251) Das reciproke Gebilde der hexagonalen 
Durchdringung zweier Würfel zu zeichnen und zu 
berechnen. 

Auflösung. An Stelle der Würfel, welche die Achse 
PP^ gemein haben und um 60® gegeneinander gedreht sind^ 




entstehen zwei Oktaeder, die die Ebenen zweier Grundflächen 
p und Pi gemein haben und um die Gerade, welche deren 
Mittelpunkte verbindet, um 60® gegeneinander gedreht sind. 
Die ^einsamen Flächen erscheinen als sechseckige Sterne. 
Die Kanten erscheinen teils halbiert, teils in drei gleiche 
Teile geteilt, je nachdem sie die Ebenen p und pj^ sclmeidexi 
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oder in einer von diesen liegen. Jede Gruppe hat sechs 
solcher Kanten. Die Berechnung sei dem Leser überlassen. 
Nach der letzten Bemerkung macht sie keine Schwierigkeit. 
Die kleinen Buchstaben entsprechen den grofsen der reci- 
proken Figur. 

Auch in diesem Gebilde tritt eine die Oktaederkanten 
halbierende Sjonmetrieebene auf, die normal zur obigen 
Drehungsachse ist und als regehnafsiges Sechseck erscheint. 
Die umbeschriebene Kugel, ebenso die embeschriebene, ist 
beiden Körpern gemein. Die Durchdringung kaim als eine 
hexagonale bezeichnet werden. 

Zeichnet man das Gebilde in Orthogonalprojektion so, 
dafs die Drehungsachse als Punkt erscheint, so decken sich 
die Projektionen beider Oktaeder, gegenseitig. Die Zeich- 
nung erscheint als sechsseitiger Stern, dessen Ecken ver- 
bunden sind. Die Möglichkeit des Durcheinanderschiebens 
der Körper ist also dieselbe, wie bei den Würfeln.*) Weil 
bei letzteren die Punkte Ay -K", jB und cx> der Geraden A^ 
harmonisch sind, so sind hier die durch CJ5? gehenden 
Ebenen a, die Ebene "k der Geraden GJE und B^F^, die 
Ebene e und die durch den Mittelpunkt des Körpers gebende 
Ebene harmonische. Ebenso lassen sich aus der Halbierung 
der Hälfte der Oktaederkanten Schlüsse ziehen über har- 
monische Ebenen beim Würfelgebilde. Die Ecken liegen in 
den Ecken eines regelmäfsigen sechsseitigen Prismas. Daraus 
ergiebt sich eine leichte Darstellung des Gebildes in Parallel- 
pe^pektive oder in Orthogoaalpr|ektioQ. 

252) Das reciproke Gebilde der dodekaedrischen 
Durchdringung zweier Würfel zu konstruieren und 
zu berechnen. 

Auflösung. Man zeichne ein Oktaeder ABCBEI 
in Gestalt eines regelmäfsigen, Sechsecks und Dreiecks und 
ein zweites in derselben Weise, um das erste um den 
Winkel a der Figur 44 gedreht. Es entsteht ein unregel- 
mäfsiger Stern mit sechs Ecken und drei Symmetrieachsen 
(auf der Untenseite ein ebensolcher, entgegengesetzt liegender). 



* Die Geraden des Schnittes bei der Einschnürang n. s. w. 
kommen dabei nicht in Betracht, da sie keine GrenzOnien der 
Flächen sind. 
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Die Art des Dorohdringens ist leicht zu übersehen. Die 
16 OktaederOachen umhüllen, da oben und unten zwei in 

^ je eine zusammen- 

fallen, 14 von den 
Flächen eines regel- 
mafsigen Iko- 

saeders. Die Zahl 
der Ecken ist 12. 
Sie gehören den 
30 Ecken eines 
Halbstumpfes, eines 
regelmafsigen Iko- 
saeders oder Dode- 
kaeders an, die 
z. B. die Kanten 
des in Figur 32 
gezeichneten Dode- 
kaeders halbieren. 
(Vgl. auch Fig. 44 
von Bd. L) Die 
Berechnung sei dem 
Leser überlassen. 
Die auf dem Auisenkreise liegenden Ecken sind ebenso 
gruppiert, wie bei der ursprünglichen Würfeldurchdringung. 

^ , Der J^'gur des 

'S^f^ Pentagondodekaeders 

" ^^^^ ' entspricht als re- 

ciproke die Grund- 
rifsfigur des Iko- 
saeders in Fig. 66 '^ 
des ersten Bandes. 
Wie nun die Würfel- 
durchdringung zu 
den Ecken des Dode- 
kaeders in eigen- 
tümlicher Beziehung 
steht, so mufs Fig. 38 
zu jener Ikosaeder- 
^^' Zeichnung in einer 

reciproken Beziehung stehen. Diese aufzufinden, sei auch 
hier dem Leser überlassen. 




a / 
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253) Aufgabe. Den Inhalt und die Oberfläche 
des zwölfeckigen Sterndodekaeders zu berechnen. 

Auflösung. Fig. 47 
stellt das regelmäfsige 
Dodekaeder im AuinTs dax. 
Aus ihm entsteht der ge- 
suchte Körper durch Ver- 
längerung der Kanten bis 
zu den Durchschnitts- 
punkten von je fünf m der 
jedesmaligen Pyramiden- 
spitze K Fig. 48 stellt 
den Körper in Parallel- 
perspektive dar. Weil CA 
in B stetig geteilt ist^"*) gilt 
dies auch von CE, folglich 

ist a : ifc = Ä : (a + ^)> <üe 
E^ante der Pyramide wird 
also: 




Fig. 48. 



1) 



Ä=|(y5 + i). 



a 



Für die Höhe %^FE folgt: 
oder: 



2) 



Ä = o]/- 



5 + 2y5 



= 2r, 



WO r der Radius des jedem Fünfeck 
Kreises ist. 

Die Grundfläche der Pyramide ist: 



embeschriebenen 



F 



-'4t 



5 + 2y5 



jede Pj^ramide also hat den Inhalt: 

i?"* 5a» 5 + 2y5 
''i~"3" = T2" 5 



,5 + 2y5 
=s a' — ■ — - — 
12 



*) Man bezeichne in Fig. 47 die Teilongspunkte der Geraden CE 
und ME als D nnd F, 
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Der Oesamtinhalt der zwölf Pyramiden ist also: 

3) 12e7i-:a3(5 + 2y5). 

Addiert man dazu den Inhalt des Zwölfflachs: 

^, = ^(15 + 71/5), 

80 folgt als Oesamtinhalt: 



4) 



J-=^(35 + 15y5) = ^(7 + 3y5). 



Die Oberflache ist das 60 fache der Seitenflache einer Pyra- 
mide. Die Orundlinie einer solchen Flache ist a, die Höhe 



Ä.=]A^ = ||/5 + 2y5, 
die Fläche selbst also 

und die Oberflache daher 

5) = lba^^b + 2^. 

254) Dieselbe Aufgabe von einem höheren Stand- 
punkte aus aufgefafst. 

Jede der erweiterten 
Flachen des regelmäfsigen 
Zwölfflachs bildet einen fünf- 
eckigen Stern. Jede der durch- 
'C gehenden Seiten dieses Sternes 
ist gleich 

a+2k==a + aQfb + l) 
= a(y5 + 2), 

der Umfang also 5a(y5 + 2). 
Der Radius des einbeschrie- 
benen Kreises ist 




Fig. 49. 



r 



lY 



5 + 2y5 
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TIA 

Läfst man nun die Formel jF«— auch hier 
weitergelten, so wird: 



Dieselbe Formel erhält man, wenn man dem doppelten 
Fünfeck die fönf Dreiecke beifügt, so dafs das Fünfeck als 
doppelt bedeckt aufzufassen ist. Dies ist auch berechtigt, 
denn der Linienzug XABCX bedeckt es zum ersten Male, 
der Linienzug XDEX zum zweiten Male. Oder, verbindet 
man M mit A, B, C, D, JE, so bedecken die ßxof Dreiecke 
das innere Fünfeck doppelt. 

Bei dieser Auffassung ist die Oberfläche des Körpers: 



Der Radius der einbeschriebenen Kugel ist: 

al/ 25 + liy5 
2) Q-2V lÖ • 

Der Lihalt des Körpers also wird bei dieser Auffassung: 






r.3 



-^(5 + y2)l/5(98 + 2.2iy5) 



r.3 



oder endlich: 

3) J^= -^(65 + 291/5). 

Dasselbe erhalt man mit Hilfe der zweiten Formel für 
und ebenso, wenn man den dreifachen Inhalt des Zwölf- 
flachs zu dem der 12 Pyramiden addiert: 
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[l2Pyr.+3Dod=a»(5+2y5)+|a8(15+7y5)==^(65+29y5).l 

Folglich: Verbindet man den Mittelpunkt des Kor- 
pers mit den 12 Ecken, so wird von den entstehenden 
Pyramiden der Raum des inneren Dodekaeders drei- 
fach bedeckt. Bei der oben gezeichneten Flache wird 
durch Verbindung mit dem Mittelpunkte des Körpers schon 
eine zweifache Baumbedeckung herbeigeföhrt, die dritte ent- 
steht infolge der auf die Mittelflache sich aufsetzenden 
Doppelpyramide. 

Es li^ nun nahe, % » a + 2Ä; = a{^ -f 2) als Körper- 
kante au&ufassen, d. h. für a den Ausdruck 

a = — ^^— = %(y5 — 2) 

ib + 2 

in die Gleichung 3) einzusetzen. Diese geht dadurch über in: 
3) J=_(3y5 — 5). 

Ebene Sterne, bei denen der Innenraum zweifach be- 
deckt wird, bezeichnet man als Sterne der zweiten Art. 
Stemkörper, bei denen der Innenraum dreifach bedeckt wird, 

nennt man Stern- 
körper dritter Art. 
Das Beispiel klart also 
bequem über die etwas 
abstrakte Theorie dieser 
Flächen und Körper auf. 

255) Das kon- 
kave Stern-Iko- 
saeder*) zu berech- 
nen. 

Auflösung. Der 
Körper kann als Dode- 
kaeder betrachtet wer- 
den, aus dem zwölf 
Pig^ 60. ikosaedrische Pjn»- 




*) Zweckmäfsiger wird der Körper als regebn&fBiges Eeiliko- 
saeder bezeichnet, da er nicht zn den eigentlichen Stemkörpem 
gehört, oder als konkaves Pyramidenzwölfflach. 
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miden aasgeschnitten sind. Ist h die Kante^ so ist der 
ursprüngliche Inhalt 

ji = ^ (15 + 7 ys). 

Die Höhe jeder ausgeschnittenen Pyramide ist zu berechnen 
aus: 

-^a5-6-2V6)-*.l=^. 

Die Gmndflache ist: 

5^:^/ 5 + 2 ys 

^"-ry — 5 — ' 

jeder einzelne Inhalt ist also: 
Fh 



_ 1 5ifc8 ] / 5 + 2 y5 1/ 5 — VS _ fe» ]/ l5 + 5 V5 

~'d A 1 5 rio~i2r 2 

oder endUch: 

Der übrig bleibende Inhalt ist also: 

Z.3 _ jfeS __ Tffi 

J-=Ji-12Jj-^(15+7y5)-y(5+y5) = ^(5+5y5) 
oder E 

j-=p8(i+y5). 

256) Die dodekaedrische Durchdringung von fünf 
Tetraedern zu berechnen. 

Auflösung. Fig. 51 stellt das Gebilde in senkrechter 
Projektion dar. Es handelt sich um ein Dodekaeder, aus 
dem, wie vorher, zunächst zwölf ikosaedrische Pyramiden 
ausgeschnitten sind, aufserdem aber (den 30 Kanten ent- 
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sprechend) g^eidie 30 Tetraeder, deren Kanten leidit zu 
beredinen sind. Eines davon ist folgendes: Der senkrechte 




Strahl, der von der AGtte der Figur ausgeht, endigt in der 

einen Ecke aes Te- 
traeders. Von dieser 
aus geht eine Gerade 
nach der anderen Ecke 
A^, eine dritte nach der 
unbenannten Ecke, die 
nahe über dieser Geraden 
li^t Die vierte ist A^j 
man hat also noch drei 
Verbindungslinien zu 
ziehen. Diese Kanten 
berechnen sich aus 
Fig. 52, welche darstellt, 
was in jeder Tetraeder- 
flache geschieht. 

Äj^Ä2 ist in C^ stetig 
Fig. 62. geteilt, so dals, wenn a 
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die Tetraederkante ist, Cg-i, ==ö(3 — Vö) folgt. Demnach 
ist die Transversale ÄqGq oder t zu berechnen aus 

+ ^(14^61/6) — 2a J(3^y6) 003 60<> 



r.2 



== ^ (12 — 4 }^) = a2 (3 — y5). 



Demnach ist 



1) <_,,'?:i^_al/I^-i(y6-l). 

Ähnlich berechnet sich P, Pg = ^ aus : 

X* = PjB? + P,B? — 2P8Pj . P,Pi eo8 60« 

- [|(y5 - i)]V [|(3 - y5)f- 2||o^^ i)(3-y5)^ 



= |g[6-2l/64-X4 — 6y5-4y5 + 8]-|g[28 — 12y5], 
so dafs 

Aus Eongruenzgründen ist P^ Cs od^ t/ gl^^cb Pg C7i und 
dieses aus Symmetriegrunden gleich Ps^^^ Da nun 9 == ^ — ^ 
ist, so folgt 

t t (t \ 

Teilt man aber ^ nach dem goldenen Sobnitt, so wird der 
gröfsere Teil gleich 

also ist Pg^ in E^ stetig geteilt, und dieses x ist die eine 
Kante eines der auszuschneidenden Tetraeder; seine Gegen- 
kante ist ebenso grols. 
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Eine zweite ist gleich D^E^ oder 

«,JEi - «,i),-|(y5- l)-|(3-y5)-|(2y5 - 4) 

oder 2)2 J?8 "^^(V^ — 2)* Diese und die Fünfecksseite -^ 
sind Gregenkanten. (Der Trichter des urspronglichen Dode- 
kaeders ist ein ikosaedrischer, also -^ gleich der Kante der 

Grandflache desselben.) 

Eine dritte ist der kleinere Teil der stetig geteilten 

• Ol I — 

Dreiecksseite, nämlich ^(3 — yö). Ihre G^enkante ist 

ebenso grofs. 

Die Tetraederkanten sind also: 

«i = ^-*-4(y5-l), «,-a(y5-2), 
6i-62 = ^(3-y5), q = cg = ^(3-y5) 

= :^(3-y5). 

Im nächsten Abschnitt wird über das allgemeine Tetraeder 
folgende (Enlersche) Inhaltsformel ans den Gregenkanten 
a^, Oj; \, \', c^, Cg bewiesen: 

144 Jl = aX [- (o? + 4) + (bl + ^) + {el + <4)] 
+ h'X [(«! + a|) - (6? + J|) + (c! + 4)] 
+ c\4 [(«? + «I) + (6! + il) - {cl + 4)] 

— [«261 Cl 4* Oi^Cj + ttibiCt + a8!i»gC2.j 
Hier ist: 

aJ + ^(3— Vö), (4 = o*(9-4y5), 
also: o?a|=^(47-2iy5)=^ C, a?+(4=-^(39— 17y5)=^^; 

J« = ft» = ^(7-3y5), 
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also: 6f6S=^(47— 2iy5)=^ C, &?+i^=a*(7-3y5)=a*B; 

c? = <4 = ^(7-3V5), 
also: c?<^=^(47-2iy5)-|^ C, c?+<4=^(7-3y5)-^!B. 
a?6?cJ=alZ^<4=^ (9 - 4 y5)(7— 3 y5)«=^ (9 — 4 y5)(47— 2iy5) 

ö 4 



l6 



6 



= ^ (9-4y5) 0, a?^c?=a!ft?(4=|^ (3-y5) (7-3/5)» 

= f^(3-y5)(47-2iy5)=^(3-y5) C, 
also die zuletzt abzuziehende Summe 
o|6?c!+a!ftlc!+a?6M+a?^<4=2 ^ [39- 17/5)=^ CA 



16 



8 



Im Ganzen wird: 
144J? C 



a 



6 



-4+^+2J 



4\ 



^-5^^ 



2"J^8L4+^~2j~8" 



c 



=5^[(-2^+8£+4B)+(4J.-165+8£)+(^+45-2B)-44] 
-|(-^+6^- "~3y''° [(17>f-39)+(42-18y6)l 

_«=|lVS(3_y5). 

Dafür laTst sich schreiben: 

84 — 2.2iy5 6-2/5 (7 — 3y5)»(y5 — 1)» 



64 
so dafs man erhalt: 



64 > 2 



T a» (7 — 3y5)(l/5 — 1) a»5y5 — 11 
12 8y2 48 y2 
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Dreifsig solche Tetraeder haben den Inhalt; 

8 iß 

Dies ist abzuziehen von dem vorher berechneten konkaven 
Stem-Ikosaeder : 

5„, (y5 + i)(y5-i) Q-2ib 

rss — tw ■ ■ ■ — " — • — 

4 2y2 8 

5 , 4 S—Vö 5 ,3— Vö 
4 2/2 4 8 y2 

Als Inhalt des Tetraederetems bleibt also stehen; 

J^J. — X =^ -^[3 ^ Vö — 5 y5"+ 111 

'8/2 

oder endlich: 

J-=|^(7 - 3y5) = |a3 (7#- SyiÖ). 

Mit Hilfe der tetraedischen Inhaltsbetrachtung lassen 
sich die betreffenden Höhen und Schnittwinkel auch ohne 
die Kenntnis der später abzuleitenden Tetraederformeln leicht 
berechnen. 

257) Nuch diesen Proben versuche man die übrigen in 
Bd. I behandelten Stemkorper zu berechnen^ und zwar nach 
beiden der oben angegebenen AufTassungen, von denen, die 
höhere zugleich die leichtere ist. Nach der letzteren findet 

man mit Hilfe der Formel J =^^0 den Inhalt unter mehr- 

facher Raumbedeckung innerhalb des £emkörpeis z. B. 
folgendermafsen : 

Stemeckiges Ikosaeder J =« —a^ (/ö — 2) /S. 

Stemeckiges Dodekaeder J'= — (5 + 3 yS). 

Zwanzigeckiges Sterndodekaeder «^= -j- (7 1/5 — 15). 
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Praktischen Wert hat die Beschäftigung mit ^ diesen 
Körpern*) wohl nur insofern, als sie zweckmässige Übungs- 
beispiele zur Ausbildung der räumlichen Anschauung und 
zur Lehre von den Durchdringungen sind. Dagegen sind 
sie von Bedeutung für die Lehre von der Kugelteilung und 
vielleicht für den Ausbau der von Galois und Lie an- 
gebahnten Theorie der Polyedergruppen und der Zahlkörper 
der neueren Algebra und Zahlenlehre. 

Bequem auszuführende Zeichnungs- und Berechnungs- 
übungen bieten folgende Aufgaben: 

Durchdringung der beiden einem Würfel einzubeschrei- 
benden regelmäfsigen Tetraeder (Bd. I, Fig. 22). 

Durchdringung der beiden demselben Würfel umbe- 
schriebenen regelmälsigen Dodekaeder. 

Die der vorigen reciproke Durchdringung zweier regel- 
mäisiger Ikosaeder. 

Durchdringung der ffinf demselben Dodekaeder ein- 
beschriebenen Würfel (Kernkörper ist das Ehombendreifsig- 
äach, Bd. I, Fig. 45, die Ecken bilden das Dodekaeder). 

Die der vorigen reciproke Durchdringung von fünf 
regelmäfsigen Ikosaedem. (Kemkörper ein regelmäfsiges 
Ikosaeder^ die Ecken bilden den Halbstumpf eines Ikosaeders. 
Bd. I, Fig. 44.) 

Auch die Durchdringungen der Krjstallographie bieten 
brauchbare Übungsbeispiele. 

VI. Der schräg abgeschnittene senkrechte Kreiskegel 
und die schräg abgeschnittene regelmässige Pyramide. 

258) PJanimetrisches. AB C in Fig. 53 stelle den Haupt- 
schnitt eines durch BC schräg abgeschnittenen senkrechten 
Kreiskegels dar, q die einbeschriebene Kugel des Gebildes, 
dann ist BC die Darstellung einer Ellipse, deren einer 
Brennpunkt in den Berührungspunkt F der Kugel fallt, so 



*) Brückner: Vielecke und Vielflache, Wiener: Vielecke und 
Vielflache, Lesekamp: Über regelmäfsige Polyeder (Progr. 1887 der 
Technischen Staatslehranstalten zu Chemnitz) behandeln die vier 
Prinsotschen Körper ebenfalls. Das erstgenannte Buch bringt weiteren 
Übungsmaterial. 

Holzmüller, Stereometrie. 11. 12 
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a 



daffl MF=e (JExoentricitat), MC^a^=^^ die grofsere 




Halbachse 



.^-^ 



die kleinere Halbachse ist. 
Bei den Bezeidinongen der 
Figur ist 

1) ^=^±|±f, 

i>i=i» — «, Pi^p — h 



2) Q=- 



PiPiPa 



_^_-|/p^ 
p f p 



2J 



3) Ä = — = -ypiJiiJjLPs 



4) 



a 



Jf2?'=e=-2— i)j 



Fig. 68. 



a 
2 



a + 6 



c — 6 



5) 



2 



a^ 






(fe — c)2 a+?>— c a—b+c 



— P2PS 



so dafs hl = iMh ist. 

Die Ellipsenfläche wird:. 

6) ^=»161^=2 ^^^^K- 

259) Der schräg abgeschnittene senkrechteKreis- 
kegel. 

Der Kegelinhalt wird nach Obigem: 



oder : 

1) 



^ Fh 1 a I 2 I 

«/ = -3- = 3 2 ** V-Ps-Ps • - WPiPtPz 



J^^PiPsim.- 



Die Oberfläche des Körpers ist: 
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oder: 

2) 0=P^ip^i, 

der Mantel also: 

M-'0 — F=p7i^PtP»—^^ipiP3 
oder: 

= jiypjPg - — 



2 ' 

260) Der schräg abgestumpfte senkrechte Kreit 
kegel.*) 

Wird demnach bei einem ^ 

senkrechten £reiskegel vom ^. 

Gnindradius r und der Höhe h ' S^^ 

eine schräge Abstumpfung so .' i ^^"^ 

vorgenommen, dals im Haupt- / i '^ 

Echnitt von der Seite s ,*^ I ^ 

= yA* + r* nur BBi =- Sg und 
CG, — Sj stehen bleiben , so 
ist der stehen bleibende 
Schrägstumpf folgendermafBen 
SU berechnen: 
4) J^J,-J, ^ 

--^3 ^PiPsWPi- ^ 

Bier haben die p die obigen Bedeutungen, jedoch ist 

a = y{5 — SsY + is— «i)* — 2 (s — Äa) (s — Sg) cos &, 
wo 

,* . ,# A» r» Ä« — r" ^ 

cos # = cos" pr — Sm* ^ = -z i =— TT—; — r » t) = s — i 

2 2 5* s* Ä^ _j_ ^s ' 

c= s — Äg, also z. B.: 
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„ a+b+c 





^ 2 = 


/{s-s,y+{s-s,r- 


-2(S-5,){S-S3)^^ + (S-Ä,)+(S-. 


(lagegen: 


«. i>ä =J' — *. i'3 =1* — C- 


Der stehen bleibeode Teil des Mantels ist ebenso: 


5) M= Ml 


~M^= TTis — n^^ß^s, 


Die Oberfläche ist: 




0=G+M+F= 


4^+(r.-*-^j&)+l>s] 


oder 




6) = 


7i[r{r+s)—p^ip^sl- 


261) Der Schw 

A 


erpunkt S des Körpers kann folgender- 
mafsen gefunden werden. Man 
ziehe die Mittellinie EÄ des 
oberen Dreiecks und mache 




ES^=jEA, dann ist £; der 




Schwerpunkt des oberen Teils; 
von der Höhe h^BA selmeide 
man den vierten Teil i)S, ab. 
Jetzt verlängere man SjÄ^ so- 
weit über 5i hinaus, dafs die 
Momentengleichung 

erfüllt ist. Dann wird: 



Der Schwerpunkt des Mantels ist weit schwieriger zu be- 
stimmen, da die Parallelschnitte zu B^ C^ Streifen geben, 
deren Seitenlinien von verschiedener Länge sind und weil 
auTserdem der Umfang der Ellipsen nur mit höheren Hilfs- 
mitteln zu berechnen ist. 
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Fällt Bi mit B zusammen, so dafs ein Kegelhuf ent- 
steht, so werden die Formeln einfacher, weil Sg verschwindet. 

262) Den allgemeinen 
Huf des senkrechten 
Kreiskegels erhält man 
durch einen Querschnitt, der 
den Grundkreis schneidet. 
Die Sehne des Schnittes 
wird in Fig. 56 durch D 
dargestellt. Kegel B CA 
habe Inhalt K, Kegel 
B^C^A, der wie vorher 
berechnet wird, den Inhalt J. 
Sämtliche Dreiecke des 
Hauptschnitts lassen sich, 
wenn r, Ä, s,, 53, gegeben 
sind, trigonometrisch be- 
rechnen, so dafs Ä, \y l, l^^ 
als bekannt angenommen "* 
werden können. Durch *^'^* 

den Schnitt AD wird jeder der Kegel K und J in zwei 
Teile zerlegt. Die von K verhalten sich wie die zu BD 
und CD gehörigen Kreissegmente, die von J wie die zu 
B^D und DC^ gehörigen Ellipsensegmente, die sich aber 
ebenso verhalten, wie die aus den letzteren durch Erweiterung 
nach der Methode von Cavalieri 
hervorgehenden Kreissegmente. Das 
Segment Tc des Grundkreises*) ist gleich 

^0 1 

Sektor — /\^r^7i -|— ~ -r^ sin f , 




360« 



wo sich f 



aus 

1 r — Je 
cos - = 

2 r 



bestimmt. Das Verhältnis des Segments 
zum ganzen Kreise ist 




Fig. 67. 



/ jrf sin f \ 
\36Ö 2~) ' ""' 



*) In Fig. 57 lese man ^ »tatt ^. 
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80 dais ^ K ( ni . \ 

ist. 

Bestimmt man für den zum elUptisdien Sdmitt gC'- 
t 
hörigen Kreis -~ aus 

cos ^ = -i , 

so wird ebenso 

Durch Subtraktion aber folgt: 

Der Huf J^ bestimmt sich aus K — J^J^ — J^ als 

263) Der Schwerpunkt für den Eegelteü BBA li^ 

TL 

auf seiner Schwerlinie in der Höhe —^ der des Eegelteils 

B^DAm der entsprechenden Schwerlinie, von der eben&lls 
der vierte Teil abzuschneiden ist Mit Hilfe der Gleichung 
der statischen Mom^ite (oder der entsprechenden Teilung 
der Verbindungslinie) ist der Schwerpunkt von J leicht zu 
bestimmen. — 

(Mit Hilfe der Methode von Cavalieri kann man die 
Resultate auf elliptische Kegel ausdehnen.) 

264) Der Kegel B^^CxÄ läfst sich als ein besonderer 
schräger elliptischer Kegel betrachten^ der seine Spitze in 
der durch die Hauptachse der Ellipse gelegten Normalebene 
zur Ellipsenfläche hat. Von der Spitze Ä aus erscheint 
die Ellipse als Kreis^ denn sie wird durch die einbeschriebene 
Kugel gerade verdeckt. In der Anfangsbetrachtung war nun 
h — c = 2e oder jp' — q'^^ 2e, was die Gleichung einer Hy- 
perbel ist. Folglich: Alle Punkte des Eaumes, von 
denen aus eine Ellipse als Kreis erscheint^ liegen 
auf einer Hyperbel jp' — q'==2e, deren Brennpunkte 
in den Endpunkten der Hauptachse der Ellipse 
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liegen^ während ihre Scheitelpunkte in die Brenn- 
punkte der Ellipse fallen. 

Folglich: Projiziert man zwei auf einer Ebene 
liegende einander schneidende Kugeln von einem 
aufserhalb liegen- 
den Punkte P 
ihrer Zentrale aus 
auf die Ebene^ 
so erhält man 
Ellipsen, die sich 
von P aus auf 
jede Normalebene 
zur Zentrale PQ 
als konzentrische 
Kreise proji- 

zieren. Ist z. B. DE eine solche Normalebene, so sind 
^1 == HE und r = HG die Radien dieser konzentrischen 
Kreise. Jede Sehne des ersteren Kreises, die zugleich 
Tangente des zweiten ist, hat die Länge 

7t 




Fig. 68. 



h = 2^1 sin — • 



7t 



wobei ^ der zugehörige halbe Centriwinkel ist. Bei ganz- 
zahligen n > 2 hat man 2;^ als Seite des regelmäfsigen Poly- 
gons, welches dem einen Kreise um-, dem anderen ein-^ 

beschrieben ist Ist z. B. — = 2, so handelt es sich um ein 



Dreieck, bei — = ^2 um ein Viereck, bei — 



ein w-Eck. 



7t 

cos — 
n 



um 



So gelangt man zugleich auf die schräg abge- 
schnittene regelmäfsige Pyramide mit ihrer ein- 
und umbeschriebenen Kugel. 

265) Aufgabe. Gegeben sei eine Ellipse mit dem 
Durchmesser AB und den Brennpunkten F und F\ 
Um sie soll ein n-Eck so beschrieben und ein 
Punkt soll so bestimmt werden, dafs eine regel- 
mäfsige (schräg abgeschnittene) Pyramide mit ein- 
beschriebener Kugel vom Badius q entsteht. 
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Auflösung. Man lege die Kugel mit Radius q so auf 
die Ebene der Ellipse, dafs sie im Brennpunkte F berührt. 
Von A imd B aus lege man (in der durch AB gelegten 
Normalebene) Tangenten an den Hauptschnitt, welche den 
gesuchten Punkt P geben. Dieser Punkt ist mit dem Mittel- 
punkt yu zu verbinden. Auf Pju errichte man in beliebigem 
Punkte ein Lot HG, dieses verlängere man so weit, dafs 

HE: HG = l:co8- 

n 

wird. In der Normalebene HE zu P/^ zeichne man um H 
Kreise mit den Eadien HG und HE, Diese Kreise pro- 
jiziere man von P aus auf die Grundebene. Der eine giebt 
als Projektion die gegebene Ellipse, der andere eine zweite. 

Von einem beliebigen Punkt der zweiten Peripherie aus 
lege man Tangenten an die innere Ellipse und vollende durch 
fortgesetztes Tangentenziehen das um- und einbeschriebene 
Polygon. Verbindung der Eckpunkte mit P vollendet eine 
der gesuchten Pyramiden. 

Solcher Polygone giebt es unendlich viele, jedes hat 
einen besonderen Inhalt, es sind also unendlich viele solcher 
Pyramiden möglich, die zwar dieselben beiden Kugeln als 
um- bezw. einbeschriebene besitzen, die aber in den Inhalten 
nicht übereinstimmen. Am einfachsten sind noch die vier 
Fälle, in denen das Polygon symmetrisch gegen die gemein- 
ßchaftliche Hauptachse der Ellipsen gewählt wird. Trotz- 
dem werden die Formeln schon für w = 3, 4, 5, 6 kom- 
plizierte. 

Sollen zwei Ellipsen in der Grundebene zur Lösung 
der Aufgabe gegeben sein, so reicht das Zusammenfallen der 
Hauptachsen nicht aus, sondern die genannten Hyperbeln 
müssen, damit überhaupt eine Gerade PQ vorhanden sei, einen 
Berührungspunkt (auf der einen Seite der Ebene) besitzen, 
denn PQ ist gemeinschaftliche Tangente der Hyperbeln. 

266) Bemerkenswert ist Folgendes: Die schräg be- 
grenzte regelmäfsige Pyramide von n Seiten hat 
stets eine einbeschriebene Kugel, welche die Grund- 
fläche in dem einen Brennpunkte der Ellipse be- 
rührt, die dem Grundpolygon einbeschrieben und 
zugleich (von der Spitze aus gerechnet) die Pro- 
jektion der Kugel ist. Der urabeschriebene Kegel 
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Wird in einer Ellipse geschnitten, die dem Grund- 
polygon umbeschrieben ist, deren Hauptachse in 
die der andern Ellipse fällt, und deren Ebene von 
der dem umbeschriebenen Kegel einbeschriebenen 
Kugel in dem einen Brennpunkte berührt wird. 

Es ist von Interesse, an Fig. 58 zu untersuchen, wie 
die Sache sich gestaltet, wenn P auf der unbegrenzten 
Geraden PQ ganz beliebige Lage erhält. Der Zusammen- 
hang mit dem Steiner-Poncelet'schen Schliefsungsprobleme 
über die Tangentensehnenvielecke kann noch weiter verfolgt 
werden. 

Die Übungsaufgaben für dieses Gebiet sind von ge- 
ringerem praktischem Werte. Sie sollen daher hier nicht 
besonders behandelt werden. 



Dritter Abschnitt. 



Unregelmäfsige Yielflache und einige 
kmmniflächige Körper, die mit ihnen 

znsammenhSngen. 



I. Metrische Beziehungen • an dreikantigen Ecken. 

Da samüiche Ecken der Prismen dreikantige sind, 
müssen, wenn die Berechnung schräger Prismen vollständig 
durchgeführt werden soll, die metrischen Beziehungen für 
solche Ecken abgeleitet werden. Die Seiten (d. h. die 
Winkel an der Spitze) sollen mit lateinischen Buchstaben 
a, ft, c, die Winkel (d. h. die zu den gegenüberUegenden 
Kanten gehörigen Kaumwinkel) mit griechischen, a, ßj y be- 
zeichnet werden. Dies entspricht der in der sphärischen 
Trigonometrie üblichen Bezeichnungsweise. 

a) Die trigonometrisohen Qrundformeln. 

267) Cosinussatz zur Be- 
rechnung der Winkel. Sind 
von einem Dreikant die Seiten 
a, hy c gegeben und will man 
z. B. den Winkel a berechnen, so 
mache man PÄ = 1 und lege 
durch Ä die Normalebene zu PÄ, 
was ein Dreieck ABC giebt 
Dabei ist -4. (7 = tan 6, ÄB= tanc, 

Winkel BÄC^a, PB = ^ 
1 




lani 



cosc 



Figr. 69. 



PC ^ 



cos 



T. Zur Berechnung von 



BC 



Metrische Beziehaügen an dreikantigen Ecken. 

s hat man zwei Formeln: 

$^ == tan2 6 + tan2 c — 2tan & tan c cos a, 
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ä2 



+ 



cos^ h cos^ c 



cos h cos c 



cosa. 



Die linken Seiten, also auch die rechten stimmen überein^ 
so dafs man hat 



(-^ — tan2&) + (— ^L tan^c) — 

Vcos^ö / Vcos^c / 



2 cosa 
cos h cos c 



^ sm 6 sm c 
cos 6 cosc 

Hier hat jede der beiden Klammem den Wert 1, denn die 
erste z. B. formt sich um zu 



sin2 J 1 — sin2 h cos^ 6 



cos^ & cos^ h 
Schliefslich erhält man 

cosa = 
Cyklisch folgt cos ß *= 

cosy = 



cos^fe 



cos^ft 



1. 



cos a — cos 6 cos c 
sin 6 sin c 

cos 6 — cos c cos a 

- - - - - 

sin c sin a 

cos c — cos a cos 6 
sin a sin & 



1) 



268) Bemerkungen. Jede dieser Formeln wird als 
der Cosinus -Satz zur Berechnung der Winkel bezeichnet. 
Man kann sie aber auch zur Berechnung einer Seite be- 
nutzen, wenn der Gegenwinkel mit den beiden anliegenden 
Seiten gegeben ist. Denn es ist z. B. 

1*) cos a = cos 6 cos c + sin 6 sin c cos a, 

woraus cyklisch die Formeln für cos& und cosc folgen» 

Sind z. B. von einer Dreikantecke gegeben a, b und c, so 
berechne man a mit Hilfe von 2) und fahre fort mit den 
Formeln fiir cos ß und cos y aus 1). Soll die Ecke über- 
haupt möglich sein, so müssen für die Cosinus der Winkel 
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Werte erhalten werden, die zwischen + 1 und — 1 liegen. 
Daraus ergeben sich einige in Bd. I, im Abschnitt über 
Dreikantecken behandelte äätze. 

269) Der Cosinussatz zur Berechnung der Seiten. 
Aus der Fonnelgruppe 1) folgt nach Bd. I, § 66 eine 

entsprechende für die Polarecke mit den Elementen a^y b^, 
^17 fli» ßif Yiy z. B. 

cos {ji — ai) — cos (ji — ß^) cos (.t — y^) 

cos (71 «i) = z—z o X ' , ^^ y 

sm {n — ß^) sm (ti — y J 

oder, wenn man der Allgemeinheit halber die Indices nicht 
mehr schreibt, aber die Begel cos (ti — (f) = — cos 9? beachtet, 

cos a + cos ß cos y 

2) coso = . ^ . -, 

' sm ß sm y 

woraus cjklisch die Formeln für cos 6 und cosc folgen. 

270) Bemerkungen. Dieser zweite Ck)sinussatz kann 
auch selbständig al^eleitet werden. Man kann ihn auch 
benutzen zur Berechnung eines Winkels aus der G^enseite 
und deren anli^enden Winkeln. So ist z. B. 

2*) cos a = sin ß sin y cos a — cos ß cos y. 

Sind z. B. von einer Dreikantecke a, /S, y g^eben, so be- 
rechne man zunächst a mit Hilfe der Formel 2*) und fahre 
fort mit den aus 2) folgenden Formeln 

cos ß + cos y cos a cos y + cos a cos ß 

cos 6 = ^V T^ , cosc = '—. r— r — ~, 

sm y sm a sm a sm ß 

271) Formeln für die Sinus der Seiten und der 
Winkel. 

Nach obigem ist: 

R T- lA /cos a + COS Ä cos y \* 

sma = yl — cos2a= V\ — I .' .^ ^ , 

' f V sm p sm y / 

was sich umformt zu 



1 



3) sina = -; — -r—, — Vi — cos^a — cos^ß — cos*y — 2cosa cosÄ cosy. 
^ smpsmy' r 1 



Ebenso ist 

sin 
oder 



,r; T- lÄ /cos a — cos 6 cos c\2 

a = yi — cos2a= 1/1 — I . , . ) , 

f \ sm 6 sm c / 



3*) siiia = 



Metrisclie Beziehnngen an dreikantigen Ecken. 
1 
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sin & sine 



y 1 — cos^ a — cos^ 6 — cos^ c + 2 cos a cos 6 cos c. 



272) Bemerkung. Bei 3) und 3*) ist der Ausdruck 
unter der Wurzel symmetrisch nach a, ^, y, verändert sich 
also bei cyklischer Vertauschung nicht. Dividiert man also 
die linke und ebenso die rechte Seite einer der Gleichungen 
durch die linke bezw. rechte der cyklisch darauf folgenden, 
so hebt sich die Wurzel weg und man erhält den nach- 
stehend selbständig bewiesenen Sinus -Satz. (Der letzte fiir 
die Dreikantecke charakteristische Wurzelausdruck wird bei 
V. Staudt als der Sinus der Ecke bezeichnet. Die Hälfte 
der Wurzel wird unten als Amplitude der Ecke bezeichnet, 
wofür jedoch andere ebenfalls Eckensinus sagen. Unten 
stellt sich heraus, dafs die Wurzel in 3* gleich 

2 ysin 5 • sin (s — a) sin (s -r 6) sin (s — c) = 25 
in 3) gleich 

2y — cos G cos (a — d) cos (p — ß) cos {p — y) = 2^ 

ist. Hier bedeuten s und o die Ausdrücke 



s = 



a + & + c 



2 

Der Ausdruck 2 ist 
identisch mit dem 
Polareckensinus; 2 -2" 
heifst Coamplitude der 
Ecke.) 

273) Der Sinussatz. 

Macht man bei einer 
Dreikantecke z.B.PB= 1, 
fSUt man auf die Gegen- 
seite das Lot 3D = ä, 
und legt man durch 
dieses Normalebenen zu 
VA und VCj was Drei- 
ecke BBE und DBF 
mit den Winkeln a und y 
giebt, so hat man zu- 
nächst: 

JSjB = sin c, BF^ sin a, 
folglich: 



(j = 



a + i8 + y 




— --^ 



^>- 



Fig. 60. 
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h "* BE • sin a » sine sin a ; 

h = BF • ainy ^sina sin y . 

Daraus folgt: 

sin c sin a » sin a sin y 
oder: 
4) sin a : sin ^^ «= sin a : sin c ; 

und weiterhin: 

4*) sina : sin/3 : sin/ *» sina : sin^ : sine; 

d. h. die Sinus der Winkel verhalten sich wie die 
der gegenüberliegenden Seiten. 

274) Bemerkungen. Der Satz ist zu sieb selbst 
reciprok. — Er kann benutzt werden, z. B. aus a, a und y 

die Seite c zu beredmen, also sine «» sin ä-;—^. oder aus 

sm a 

a, a und c den Winkel y, nämlich siny »sina — — . 

' sma 

Wird femer gefragt, welchen Winkel x z. B. die Kante 

PB mit der Seite 6 bildet, so ergiebt sich: 

4**) sin;^ = ^^ "^ T "^ ®^°^ ®^^^ ^ sinasiny . 

Entsprechendes gilt cyklisch für xp und 99. 

275) Formeln für die Cotangenten der Seiten und 
Winkel. 

In Fig. 60, wo die mit b bezeichneten Winkel bei P und D 
nach dem Satze vom Sehnenviereck übereinstimmen, ist: 

FC 

, PF PC-FC H^--^^**°^ 
cot a == -=^ = 



FB sin a sin a 

{FD + DC) — FD tsLuh sin6 
sin a sin h 

, FD FD sinH 

sm c cos a -\ =- = — 

cos cos 

sin a sin 6 

sin c cos a + FD cos 6 
sin a sin b 
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sin c cos a + sma cos y cos b 
sin a sin 6 

sino 

cos a + cos y cos o 



sma 



sind 

Nach dem Sinussatze schreibe man ^ för ^, dann 

sina sma 

erhalt man: 

sin y cot a + cos y cos h 

ooia = — ;— 7 — ' 

sin 6 

oder endlich: 

^. ^ cot a + cos 6 cot y . 

5) cot a = ; — :: sm y . 

' sino 

Man kann diese Formel als den Cotangenssatz bezeichnen. 
Sie lälst sich auch goniometrisch ableiten. Mit Hilfe der 
Polarecke erhalt man: 

^^. ^ cota — cos Ä cot c . 

5*) cota = ; — TP- smc. 

^ sm^ 

Beide Formehi ersparen die indirekten Berechnungen, die 
unter a) und b) angegeben waren. 

ß) Bequemere Formeln für logarithmisches Be- 
rechnen nach Gaufs^ Delambre, Mollweide und Neper. 

276) Es war: 

cos a — cos 6 cos c 

cos a = : — =-— i • 

sm sm c 

Daraus folgt: 



a _"|/l + cosa __-| /sii 

2^Y 2 y~ 



sin & sin c + cos a — cos b cos c 
cos ■' 



2sin& sine 



'f 



cosa — co8(6+c) 




- . a+b+c . —a+b+c 
2sm — sm 



2sin & sin c r 2 sin & sin c 



, a + 6 + c 
oder, wenn man ~ = s setzt: 



^. a i/sins sin(5 — a) 

6) cos - = 1/ T-^, . 

2 f sm 6 sm c 
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Ebenso formt sich um: 



, a 1 /l — cos a 1 /sii 

""2=y^ — y- 



sin & sin c — cos a + cos b cos c 
sm — ■ ' 



2sin&sinc 
zu: 



„. . a 1 /sin(s — b) sii 

2 f sm 6 SU 



— b) sin(s — c) 
sine 

Aus 6) und 7) folgt durch Division: 



8) ^^g -|/ 8in(s-6)8in(»-c) 

2 f smssm(5 — a) 

Mit Hilfe von sina = 2sin— cos^ folgt aus 6) und 7): 

^ 2 2Ä 

9) sina= . , . — ^sin« sin(s — a) sin(s — 6) sin(s — c)==— 



sin&sinc^ / v / sinfesinc' 

277) In entsprechender Weise werden folgende Formeln 
abgeleitet^ bei denen ^ — ^^a zu setzen ist: 



10) 



^^g a _ -| /cos(a— /3)cos(ö— y) 
2 y sinßsmy 

. a -i / — cosa • cos(a — a) 

sm — = 1/ . o • 

2 f &mß smy 



i-r 



cos<j«cos(a — a) 
tan— " 



cos(a — ß)co&{o — y)' 



2 / 

sin a = . ^ . — y — cosacos(a — a)cos(a — iff)cos(a — y) 
smp sm}^ / V 1-/ \ // 

22* 



sin ^ sin y' 
278) Aus den Gleichungen für cos^, cos^, ^^^k> 

n ß V ö J 2 

sin — , sin^, s^o ®^^^* '^^^^'^ durch entsprechende Mul- 

£t bt u 

tiplikationen neue, z. B.: 



a ß sm 5 1 /sm(s — a) sm(5 — 6) sm 5 . y 

cos — COS^ = -; 1/ ^ ; ;— r -^- Sm ^ . 

2 2 sm c r sm a sm sm c 2 
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So entstehen folgende von den Wurzeln befreite Gleiehongen: 



11) 



U dl 

. a . ß 
sm^sm- 

. a ß 
sm^cosl 

a . ß 



sin 5 . y 
sm c 2 

sin(5 — c) . y 

smc 2 

sin (5 — 6) y 

sm c 2 

sin(5 — a) y 

— ^ ^cos^. 

smc 2 



279) Je zwei davon lassen sich so vereinigen^ dafs links 
die Funktion einer Winkelsumme oder WiDkeldifFerenz steht^ 
z. B.: 

a + ö sin s — sin(5 — c) . y 

cos jr^ = -. ^^ sm jr 

2 smc 2 

o 5 + s — c . 5 — s + c . y 
2cos ^ sm ^ ßui^ 

sine 

_ 25 — c . c 

2cos — ;; — sm — 
^lA.» 2 2 . y 

o • ^ c 2' 

2 sm — cos jr 

oder endlich, da 2s — c='{fi,-\-V) ist: 

cos — 2"^ C08 2 = cos — ^ sm 1^ , 



12) 



a — ß , c . a + b , y 
cos— g-^ sm^ = sm— g— sm|^, 



. a + ß c a 

sm — ^-^ cos^ = cos— 



— h y 
2- «"^2' 



.a — ß . c , a — b y 
sm —^ ^^2^ ^^^~2^^^2' 

Dies sind die Mollweideschen Gleichuugen (die auch nach 
Gaufs und Delambre genannt werden). 
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280) Sie werden übersichtlicher, wenn man z. B. links 
nur Winkel, rechts nur Seiten anordnet. Dann erhält man 
durch Division aus je zweien die Neperschen Analogien: 



13) 



tan 



a + iS 



cos 



a — h 



tan 



a + l 
2 



cos 



a 



ß 



cot 



tan 



2 

2 



008 



Sin 



2 
a — h 



tanj 



tan 



a — fe 
2 



cos 



sm 



2 

a-ß 



cot 



sm 



a + y 



tan 



sm 



a + ß' 



Diese enthalten nur 5^ statt 6 Stücke und geben durch Di- 
vision das Analogen des Tangentsatzes der ebenen Trigono- 
metrie^ nämlich: 



tan 



a + ß 



tan 



a + h 



14) 



tan 



a-ß 



tan 



a-ft- 



Man erkennt, dals man so sämtliche Formeln der sphärischen 

Trigonometrie ableiten kann^ aufweiche 
von jetzt ab verwiesen wird. 

y) 'Dvt köxperliehe Baum einer Scke. 

281) Die dreikantige Ecke. 
Ist a der von zwei Ebenen gebildete 
Winkel) und setzt man den Inhalt 
des Gesamtniums gleich 1^ so berechnet 
sich der Inhalt des Banmwinkels aus 

•r:l=a»:360« 

als 




360^ 



F%.C1. 



Es sei nun T{ABC^ eine bis ins XJn- 
^ andlidie fortzusetzende Ecke, F(A^B^ CJ 
die zugehörige Scheitelecke. Ihre 
Winkel seien a, ß und y. Man 
denke sidi dk Eb»ie PAß in die 
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Zeichnungsebene, PC über diese faUend, also PC^ unter ihr 
Uegend. Der Baum über der Zeichnungsebene ist gleich ~ 

ZU setzen^ der zu -^ a gehörige Eaueq ist gleich . 

Ist also J der Inhalt der Ecke^ so ist der durch Erweiterung 
der Ebene P-4 entstehende Nebenraum vom Inhalte 

^^^ — Jy der durch Erweiterung der Ebene PJ5 G ent- 

beider Ebenen entsteht aber ein Baumwinkel vom Inhalte 
^ , von dem ein Teil, der der Scheitelecke entspricht, 

00\/ 

unterhalb der Zeichnungsebene liegt. Die Scheitelecke hat 
aber als symmetrisches Spiegelbild der Ecke ebenfalls den 
Inhalt J; der oberhalb der Zeichnungsebene liegende Teil 

jenes dritten Raumwinkels hat also den Inhalt ^^^ — J. 

Die Ecke und die vier Nebenräume zusammengenommen 

geben den über der Zeichnungsebene liegenden Kaum — . 

Dies giebt die Gleichung: 

und daraus folgt: 



15) 



g« + /?» + y» — 180« ^0 



720» 720» ' 



WO JB^ den überschufs der Winkelsumme der Ecke über 
180^ oder den Excefs der Ecke bedeutet. J ist der Bruch- 
teil des Gesamtraumes, den die Ecke in Anspruch nimmt. 
(Die Formel stimmt mit der in Bd. I, § 278, abgeleiteten 
überein, sobald dort die Kugeloberfläche gleich 1 gesetzt 
wird. J bedeutet also auch den Bruchteil des als kugel- 
förmig angenommenen Himmelsgewölbes. Die Aufgabe ist 
nicht nur von Wichtigkeit für Aufgaben, bei denen es sich 
darum handelt, welcher Teil des Himmels durch ein in be- 
liebiger Lage befindliches Dreieck für das Auge verdeckt 

13* 
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oder durch eine entsprechende Ofihune sichtbar gemacht 
wird, soDdem auch L die Bei^chn^g der An4] der 
EjrafUinien^ welche ein solches Dreieck im Sinne der Max- 
well-Faradajschen Elektrizitätslehre passieren.) 

282) Folgerung für die n-kantige Ecke. 

Legt man im Kaum der n-kantigen Ecke durch deren 
Spitze einen Strahl und durch diesen und jede Kante der 
Ecke je eine Ebene, so hat man die Ecke in n dreikantige 
Ecken zerlegt. Der gesamte Rauminhalt wird bei ent- 
sprechender Bezeichnung: 

ä? + /?? + y? - 180' aS + /^ + yS - 180« 
720* 720' 



r "i T A'i T 71 — io" I «2 T f'a -r 7» — ^°^ , 

*' = zrr?: 1 zrrs r ••• 



■ «It + jSS + y^-lSO« 
■^ 720' 

Liegen die yt am Hilfsstrahle^ so ist: 

y? + yS + • • . + yn = 360^; 

femer giebt /S^ + o^ den Winkel ß der Ecke, ß^ + «s den 
Winkel y, ^83 + a^ den Winkel d usw. Also wird: 

720' 720'' 

wobei En den überschufs der Winkelsumme der Ecke über 
die Winkelsmnme des ebenen n-Ecks bedeutet 

Wird übrigens der Aufsenraum J^ der konvexen Ecke 
als Ecke betrachtet, so erhält man J^^ = 1 — J". 

283) Einfache Berechnung des Inhalts der Drei- 
kantecke aus ihren Seiten. 

Aus den beiden ersten Formeln von Mollweide folgt 
durch Subtraktion: 

a + 6 a — 6 a + i^ y . a + iS . y 

cos — X cos — ^ — cos — ^-^ cos ^ — sm — ^r-^ sm ~ 

u u u u £t u 



c '77 

cos^ sm^cos-^ 



oder: 
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. a . 6 ci + ß + y 
sin ^ sin ^ cos ^ 



folglich: 



c 
cos 2 



COS 



a + ß + y 



siny 

. a , b , 
sin ^ sin ^ sin y 

c 

COSg 



Nun ist: 



jE?o a^ + ß^ + yo 



90S 



also: 



cos 



ao + ßo + y 



- = cos (-^ + 900) = — sin-g- 



Demnach ist: 



17) 



. a . b 

^^ sin — Sin;:r 

. E^ 2 2 . 

sm-7r-=» siny 

2 c ' 

COSg 



Sind also a, b, c gegeben, so berechne man mit Hilfe der 
Formelgruppe 1) z. B. y, berechne nun -^ und setze den 



Wert in die Formel J = 



E^ 
720^ 



em. 



284) Hätte man statt der Subtraktion die Addition an- 
gewandt, so würde sich zunächst ergeben haben: 



18) 

und daraus: 
cos 



ab a + ß — y 
cos ^ cos ^ cos ^ " 



c 

COSg 



smy 



a + ß — y \a + ß + y 1 \(E ^^A 
2 ^ ^4 2 — '^\ ^ ^^s|^^- — 90oj — y 



a b 

^^®2^^®2 
siny, 



c 

COSg 
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also: a b 

siny 



sin 



■]- 



L2 'J c 

COSg 



Für die linke Seite kann man schreiben: 

JE E 

— sin -^ cos y + cos -^ sin y . 

Aas der neuen Gleichung lälst sich mit Hilfe der för sin — 
entwickelten eine andere ableiten^ die sich umwandeln laust in: 

^0 cot|cot- + cosy 

19) cot-^ = ; . 

' 2 smy 

285) Um die Berechnung des Hilfswinkels y zu ersparen, 
kann man nach L^Huilier folgendermalsen vorgehen: 
Aus der Moll weideschen Formel: 



a + 6 
cos — -Ti — cos 



i+i ^fi±4±r_|) 



c . y . y 

cos 2 ßm| sm|^ 



cos 



(1-^.-1) ..(l-l) 



y y 

8in| sin- 



folgt, wenn beiderseits 1 abgezogen und dann gleichnamig 
gemacht wird: 



a + 6 c 

cos — ^ cos— sm 



.IE y\ , ^ y 



cosj sin| 



oder 



2sm ^^^ sm ^ 2sm-cos^^--j 

c . y 

cos ^ sm ^ 
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oder 



. s . s — c . E IE 

sm — sm — ^ — sm -r cos 1 — 

l i 4 \4 


-ö 


c . y 
cosg smj 





Auf demselben Wege folgt aus der zweiten Mollweideschen 

Gleichung 

. s — a . s — l . E . IE y\ 
sm sm — - — sm — sm I —\ 

COSg cos^ 

Durch Multiplikation und Umformung unter Berücksichtigung 
der Gleichung 18) folgt 

^ / . s . s — a . s — h . s — c 

20) 8m-= / ^ -. 

m cos — cos TT cos -^r 

f 2 2 2 

Hätte man beiderseits 1 addiert, statt subtrahiert^ so hatte 
man erhalten: 

5 5 — a s — 6 8 — c 

21) cos— = 




4 1/ a b c 

cos — cos ^ cos ^ 

dt u u 

Durch Division erhalt man aus 20 und 21) 



oo\ + ^ ^L ^^ s — a^ s — h , s — c 
22) tan— = 1/ tan— tan — - — tan — ^ — *wi — 5 — • 

(Durch Multiplikation erhalt man aus den Gleichungen 20 
und 21 noch folgende: 

QON . -^ ysin s sin (s — a) sin (5 — 6) sin (s — &j ^ 

16) sm — = , 

2 ^ a e 

2 cos — cos — cos ^ 

286) Man achte noch auf folgende Beziehungen: 

Aus 

sina sin 6 sin c j-r ,—, r-.— ^^ , . . , r „ 

^ = y sm s sm (s — a) sm (5 — 6) sm (s — c) = 5 
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und 

sin CK siii ß siii y # = 

^ ^= r — oo8 0CO8(a — a)co6(a — ^) 006(0 — y) = -Z 

folgt dnidi Division 

sina8in&sin& S 
»inasin^siny 2* 

, , sin& sine ' sina . . 
oder, da -r—^ = - — =- -; — ist 
smp siny sma 

^ . 8 __ sin (^1/ sin 5 sin (s — a) sin (5 — 6) sin (s — c) 
2 sina f — cos a cos (a — a) cos (o — ß) cos(a — y) 

Da zugleich nach § 271 

sina sin & sine =»yi — cos^a — cos*fc — oos^c-f 2cosaoo8&cosc 

= 25 
und 

sina sin/3 sin y=yi — cos^a — cos*/5 — cos*y — 2cosacos^oosy 

= 21; 

ist, so folgt ebenso 

25)1-^ 
2, sina 



-y- 



1 — cos^ a — cos^ 6 — cos* c -\-2 cos a cos b cos c 
1 — cos^a — cos*/S — cos^y — 2cosacos^cosy ' 

Endlich ist noch 

26) S' = ^ sin a sin /5 sin y sin* a sin* h sin* c, 

27) -Z* = — sina sin& sine sin* a sin* ß sin* y, 

o 

wie sich aus den Fonneln für 8 und H durch cyklische Ver- 
tauschung und Multiplikation ergiebt 

d) SSinÜMhe Bechnungsregeln. 

Aus den abgeleiteten Formeln ergeben sich als eiofache 
Bechnungsregeln z. B. die folgenden: 
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287) Gegeben die drei Seiten a, h, c. — Man berechne 
die Winkel mittels der Formel 



a 1 /sin s • sin(5 — ä) 

öos ^ = 1/ ^—f-- 

2 f Qmo smc 

und die cyklisch aus ihr folgenden. J und E mit Hilfe von 



E i/ 5 s — a s — 6 s — c 

tan — =1/ tan — tan tan tan 

4 l^ "*"2 2 2 2 



und 

E 



J= 



7200* 
Auch die Fonnel 

. a . h 

sm — = sm y 

2 , c ' 

kann benutzt werden. 

288) Gegeben die Winkel a, /?, y. — Man benutze 



\-f- 



^^g cos (a — ^) cos (a — y) 



sin ß sin y 

und die cyklisch dazugehörigen. E und J wie vorher. 

289) Gegeben a, 6, y, — Man berechne 

a — 6 



cos 



tan — j^ = -^ • cot ~ 

2 a + 6 2 

cos — ^ — 



und 



. a — h 
, a — ß 2 .y 

sm^- 

und daraus a und ß. Zur Berechnung von c kann man 

sin a 
sm c = sm y -; — 

sma 

benutzen. E und eT' wie vorher. 



/^ 
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290) Gegeben a, ß und c, — Man benutze 

, - cos jr-^ 

cos -2-^ 

und 

. a — ß 

^ a — 6 2 ^ c 

sm-yi 

berechne daraus a und 6 und sodann y mit Hilfe von 

sina 
smy = sinc-: — . 

sina 

E und J wie vorher. 

291) Gegeben a, 6, a. Es wird sin/J = -; — sina, 

a+ß a+6 

cos ^ "^ , , cos 

, c 2 , a + 6 ,y 2 . a + /8 

tan- = ^tan— ^r— , oot^ = ? tan ^ 

2 a — ß 2 2 a — o 2 

cos -^ cos — g— 

JS? und eT wie oben. 

292) Gegeben a, a, /?. Es wird sin 6 = sina — 



sma 



a + 6 a + iS 

cos — - — . ^ cos 



cot— =s =■ tan — , tan— = tan — ^-^. 

"-"'2 a — & 2 ' 2 a — ß 2 

cos -^— cos — 2"^ 

^ und J werden wie vorher berechnet. 

Sämtliche einfachen Fälle der Berechnung dreikantiger 
Ecken sind damit erledigt. Sie kommen zur Anwendung 
bei der Berechnung der schiefen oder abgeschrägten Prismen, 
bei den Berechnungen der Tetraeder, der Dreikantecken 
allgeineiner Pyramiden, bei den Berechnungen der regel- 
mäfsigen und halbregelmäfsigen Körper mit Dreikantecken usw. 
Aber auch die Berechnung sphärischer Dreiecke geschieht 
im wesentlichen mit Hufe dieser Formeln. 



Metrische Beziehnngen an dreikantigen Ecken. 



203 



Man vergleiche dazu die unten abgeleiteten Berechnungs- 
methoden fiir sphärische Dreiecke, wo weitere Ver- 
einfachungen durchgeführt werden. 



e) Der um-, der ein- und der anbesohriebene senkrechte Kreis- 
kegel der Dreikanteoke und deren Hohenebenen, auch einige 

Sätze von Steiner. 

293) Der umbeschriebene senkrechte Kreiskegel 
der dreikantigen Ecke. 

Man mache die Kanten einer Ecke sämtlich gleich Je, 
lege durch die Endpunkte 
eine Ebene und betrachte 
diese als Grnndrifsebene 
ABC. Dann verdeckt P 
den Mittelpunkt M des dem 
Dreieck umbeschriebenen 
Kreises und bildet mit dem 
letzteren den der Ecke um- 
beschriebenen senkrechten 
Kreiskegel, dessen Achse PM 
ist. Fällt man die Lote PD, 
PEy PF, so verdecken diese 
die Geraden MB, ME, MF. 
Die Ebenen MPB, MPE, 
MPF sind die die Seiten a, 
b, c der Ecke halbierenden 
Normalebenen. Also gilt unabhängig von der Entstehung 
der Zeichnung der Satz: 

Die durch die Seitenhalbierenden einer Drei- 
kantecke gelegtenNormalebenen der Seiten schneiden 
sich in der Achse des umbeschriebenen senkrechten 
Kreiskegels. 

Sind ajL = 2Ä;sin— , a2 = 2Äsin— , «3 = 2^ sin— die 

u £t £t 

Seiten des Dreiecks ABC, so ist der Radius des umbe- 




Fig. 62. 



schriebenen Kreises r « 



4A " 



Man setze 



sm — + sm — -|- sm — = a , o — 2sm — = a 

td & u £t 



USW. Dann ist ^ = V^^iÄ^? ^0 



Si = s — a — 
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s = -^ ^ = Ä^^smg- + siDg + sing j = ha 

= Ä(a — 2 8in^J =^ka[ 
usw. ist Also folgt: 

und daher 

2ä sm— sin^ sm — 
1) r = — 



yo'oioioi 



^j . a , b , c 
2k sm— sm— sm^ 

U U di 



^jo{o^- 2 8m|) (a- 28in|) (a- 28m j) 

Der Winkel b an der Spitze des rechtwinkligen Dreiecks, 

durch dessen Drehung der Kegel entsteht, ist zu berechnen 

aus 

^ . a . 6 . c 
2sm-sm-sm2 

2) 8in(J = ^ = 



Auch die Winkel J.^ JB und C des Grundrifsdreiecks sind 
nur von a, b und c abhängige denn es ist 

3) 8m^ = J^= 2^J^^^ 

28m- sm- 



sm i> = • sm U = — =-, 

^ . c . a' . a . b 

2sm-sm^ 2sm— sm — 

woraus sich auch för sin J. : sin JS : sin C etwas Einfaches 
ergiebt. 
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Eine bequemere Formel entsteht für den sphärischen 
Kadios r des dem zugehörigen sphärischen Dreieck um- 
beschriebenen Kreises, die unten zur Ableitmig gelangt 

294) Satz über die Höhenebenen der Dreikant- 
ecke. 

Verbindet man die Punkte D, E, F miteinander^ so 
hat man die Zeichnung einer neuen Ecke P(DEF). In 
dieser haben die Ebenen PJkfD, PME, PMF folgende Be- 
deutung: Sie sind die durch die Kanten gelegten Ebenen^ die 
auf den Gegenseiten der neuen Ecke senkrecht stehen. Dies 
geht sofort daraus hervor, das DE \\ AB, EF \\ B C, 
FD II CA ist. Diese Höhenebenen schneiden sich also in 
der Achse PM. Daraus folgt (analog dem Schlüsse in der 
Planimetrie): 

Legt man durch die Kanten einer Dreikantecke 
Normalebenen zu den Gegenseiten^ so schneiden 
sich diese Ebenen in einer Geraden PM. 

Legt man durch diese Achse einen Normalschnitt und 
legt man durch die Ecken des entstehenden Dreiecks Parallele 
zu dessen Gegenseiten, so erhält man aus der Ecke P(DEF) 
eine neue Ecke P{ABC), für welche PJf die Achse des um- 
beschriebenen senkrechten Kreiskegels ist. Aus diesem Satze 
hat Steiner Schlüsse gezogen, durch welche die Lehre von 
den Höhen des Tetraeders ihren Abschlufs gefunden hat. 
Später wird darauf näher eingegangen, qn den Höhenebenen 
jeder Ecke des Tetraeders liegen drei Höhen, die jedoch im 
allgemeinen einander nicht schneiden, sondern nur durch die 
Achse PM gehen.) 

295) Der einbeschriebene senkrechte Kreiskegel 
der Dreikantecke. In jede Dreikantecke läfst sich eine 
Berührungskugel von gegebener Gröfse einlegen, die mit 
der Spitze einen senkrechten Kreiskegel bestimmt, den eia- 
beschnebenen Kegel der Ecke. Legt man durch den Kugel- 
mittelpunkt imd eine der Kanten eine Ebene, so wird der 
zu der Kante gehörige Winkel halbiert. Folglich: Die 
Winkelhalbierenden Ebenen der Dreikantecke schneiden sich 
in der Achse des einbeschriebenen senkrechten Kreiskegels. 
Normal gegen die Achse führe man einen Schnitt. Macht 
man diesen zur Grundrifsebene der Zeichnung, so hat man 
ein Dreieck mit dem eiabeschriebenen Kreise. Der Mitte? - 
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Ckt fA des letzteren wird von der Spitze P des Drei- 
ts verdeckt. Die Höhen \ der gebogen Seitenflächen 

treffen die Be- 
rührungspunkte des 
Grundkreises und 
sind als Seiten des 
Kegels gleich laug. 
Sind a, fc, c die 
Seiten der Ecke 
und | = fi, ri^Yj^ 
*=-di die Winkel 
zwischen den h und 
den Kanten hy so 

nat man ^ = 

1 + ^ + ^ = 5, also 
s — a = f, s — 6 = ^^ 
s — c = #. Zugleich 
ist ^1 = Ai tan f , 

j?2 = Äj tan iy, i>3 = Äi tan ^^ also die halbe Seitensumme 

des Dreiecks ABC 




und 

1) 



Q' = 



j? = Äi (tan I + tan rj + tan ^) 
PiP^P^ , 2 taii f taii ^ tan ^ 



= M 



p ' tan f + tan rj + tan i? ' 

Der Winkel an der Spitze des rechtwinkligen Dreiecks, durch 
dessen Drehung der Kegel entsteht, ist unabhängig von \ 

und berechnet sich aus sin ^ = ^ als 



2) 



SIQ d 



4 



tan f tan yj tan i? 
tan I + tan yj + tani? 



tan (s — a) tan (s — 6) tan (s — c) 



tan (s — a) + tan [s — h) + tan (s — c) * 

296) Steiner hat (vgl. Werke Bd. I, Seite 129) ohne 
Beweis einen Satz angegeben, der sich auf das Verhältnis 
der Badien zweier aufeinanderfolgender Berührungskugehi 
der Dreikantecke bezieht. Nach den obigen Betrachtungen 
handelt es sich um 



3) 
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jBi Äi — Q Q 1 — sin^ 



^ ytan f + tan rj + tan d +ytan| tan rj tan^ 
ytan f + tan rj + tan ii> — y tan f tan 17 tan d' 

wobei also sin d der in 2) berechnete Ausdruck ist und die 
Wurzebi aus dem Nenner oder aus dem Zähler leicht ent- 
fernt werden können. 

Steiner giebt einen anderen Ausdruck, der nicht gerade 
einfacher ist. Der in (3) gegebene läfst sich leicht in jenen 
überführen. Zunächst ist zu zeigen, dafs 

tan I tan 17 tan ^ 

2)* sm^ = r ^ 

^ tan f + tan?; + tan^ 

sin f sin ?y sin d*) 



sin (f + ?y + ^) + sin f siniy sin d 

ist, wo s far S + rj + '& gesetzt werden soll. Darws folgt 
zunächst: 

sin s 



1 — sin^ d = 



also 



sin s + sin f sin 1] sin 1? ' 



I) 1 __ siu f sin ?y sin ^ 



1 — sin^ d sin s 

und 

n) sin^ d sin I siniy sin ^ 



1 — sin2 d sin s 



Nun war 



yi=n 



+ sin d 1 + sin (J 1 sin d 

+ 



•sin^ yi — sin^a yi--6in2 5 yi-sinz^' 

Durch Einsetzung der beiden letzten Werte aus I) und II) 
erhalt man den Steinerschen Ausdruck 



*) An dieser Formel zeigt sich am besten, dafs die Tangenten 
hier dem Sinns vorzuziehen sind. 
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liniy sin i> 1 /si 
oder, wie dort geschrieben wird: 



^^ h/ siofsm 
Ii^ r sm 



sin I sin 9y sin tl> 



sins 



2 



^)t 



T-i /sin(s— a)sin(s— 

""Lr ömT 



— a)sin(s~6)sin(5— c) 



i-l/i I si'^(^~^)siQ(s— 6)sin(s— c)l* 



Der unter 3) gegebene max3ht jedenfalls einen sym- 
metrischeren Eindruck.*) 

297) Für gegebenes a, /?, y giebt Steiner den ähnlich 
abzuleitenden Ausdruck: 



— cosa cos {o — a) cos (a — ß) cos ( a — y) 




4 cos^ — cos^ jr cos* ^ 

dl u u 



+ 



— cos a cos (a — a) cos (a — ß) cos (a — y) 

a ^ y 

4 cos* — cos* ^ cos* ^ 

^ ^ ^ 



2 



der noch als Übungsbeispiel abgeleitet werden möge. Nach 
den früher abgeleiten Formeln ist: 



a^l /sin(s-6)8in(.^ 
2 f sm 5 sm (s — a) 

also, mit Hilfe cyklischer Vertauschung: 

. o ^ o /> X o • o sin (s — a) sin (5 — 6) sin (s — c) 
tan* a tan* ß tan* y sm* 5 = — ^^ — ^ ^ ^ f 



sms 



sin*^ 



1 — sin* d * 



Nun ißt aber (Mollweide): 



*) In Steiners Werken I befindet sich in der Formel zweimal 
ein Drackfehler, indem zwischen (s — 6) nnd (» — c) das Wort sin 
ausgefallen ist. Die notwendige Symmetrie in Bezug auf a, 5 und-C 
Iftlst das Versehen sofort als solches erkennen. Auch in der hier 
als 5) angegebenen Formel wiederholt sich dort das Versehen durch 
Auslassung der Bezeichnung cos. 
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/? 

COS^— C0S2^ 

Li U 



Sin ^ 

2 



-r-5 — ;-T^ f— COS o COS ((7--a)cos (a— Ä) cos (a— r)l 



4 sin2— sin^^ sin^^ 
2 2 2 

also: 



[— cos o cos (a—a) cos (a— ^) cos (a— y)] , 



^-p^^ sm^ ^ ^ — cos G cos (p — a) cos (a — /?) cos (a — y) 

^ I — sm2(J ^^ ^^ J^8 ;^; 

4cos2 — cos^ ^ cos2 ^ 

u u £t 

Setzt man den Ausdruck rechts in die Wurzeln von 4) 
ein, so erhält man den Steinerschen Ausdruck 5). Der 
Ausdruck für b ergiebt sich als: 

^. . „, — -cosacos(a— a)cos((T— Ä)cos{a— y) 

6) sm2ö=« — ^^ — -^^ — — — ^^ — — — — — • 

OL p y 
4cos2— cos^^cos^^— cosacos(a— a)cos(a— /5)cos(a— y) 

dt 64 ^ 

Die Übereinstimmung von 6) und 2*) giebt bemerkenswerte 
Formeln, ebenso die zwischen II) und IE*). Eine Formel 
für den sphärischen Radius des dem zugehörigen sphärischen 
Dreieck eiubeschriebeneii Kreises wird unten abgeleitet. 

298) Die übrigen senkrechten Berührungskegel. 

Die Dreikantecke hat noch drei andere senkrechte 
Berührungskegel von kreisförmiger Basis. Man erlmlt diese 
durch Halbierung eines Winkels und zweier Aufsenwinkel. 
Durch die Schnittachse Pu. der halbierenden Ebenen leert 
man einen Normalschnittr was auf nebenstehende Kg^ 

fuhrt, in der q^ = /^^ ist. Die Behandlung ist dieselbe 

wie vorher und hat nur den Wert eines Ubungsbeispiels. 

Im allgemeinen weichen die Achsen der Kreise mit 

den Radien r, q, q^j q^y q^ voneinander ab, ebenso ihre 

Holzmüller, Stereometrie, n. 14 
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Ebenen, so da(s die in der Ebene geltenden Formeln hier 
keine Anwendung finden. Das Dreieck ABC ist in jedem 

Falle ein anderes. 
(Nur bei der gleich- 
seitigen Ecke sind 
die Kreise r und q 
konzentrisch und 
die beiden K^el- 
achsen fallen zu- 
sammen. Dies ist 
z. B. der Fall der 
regelmafsigen drei- 
seitigen Pyramide.) 
DieNeigungswinkel 
der Achsen PM^ 

PfXy Pßll, Pjl^y PjU^ 

gegeneinander und 
die Lage ihrer 
Ebenen hangen selbstverständlich nur von den drei Stücken 
ab, durch welche die Ecke gegeben ist, z. B. von a, b, c oder 
a, ßf y. Hier soU darauf nicht eing^angen werden. In den 
Kegeln Pßi, Pju^y Pfhy Pfh liegen vier Eeihen berührender 
Kugeln, deren Radien eine geometrische Beihe bUden, wenn 
sie auch einander berühren. 

299) Der Winkel zwischen je zwei Winkel- 
halbierenden Ebenen der Dreikantecke. 

Für einen solchen Winkel 99 ist nach dem Cosinussatze z. B. 

. ß . y ß y 

cos 99 = sm ^ sm ^ cos a — cos ^ cos — , 




Fig. 64. 



wobei: 



cosa = 



cos a + cos ß cos y 



sin ^ sin 7^ 
ist, so dafs folgt: 

. ß . y cos a + cos ß cos y ß y 

cos a? == sm^ sm^ : — ^—^ cos^ cos ~r . 

^ 2 2 sm^smy 2 2 

Verwandelt man ß imd y in die halben Winkel, so wird: 



cos 



cos9?i 



«+( 



cos2^ — sia^g^l (cos 2^ — sm^^ — a ^002^ ^^^2?^ 



) 



4 cos 2|- cos- 



A ß y 
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Die beiden letzten Posten des Zahlers geben: 



sin 



2^ sin^l — cos^l — cos^l — (l — sin^^) (l — sin2|) 

ß y ß y 

cos^^ — cos^^ — l+süi2^+sin2^= — cos/5 — cosy — 1. 

Daher wird: 

cos a — cos ß — cos y — 1 

1) cos q> = ^ -^ 

A ß y 

4cos^ cos ~ 

oder: 

^ . cos^^ — cos2§^ — cos^^ 

cosa — cosö — cosy — 1 2 2 2 

2) C0S9? = . — = 5 . 

2 y(l + cos^)(l + cosy) 2cos^ cos^ 

Die beiden anderen Winkel sind cyklisch aus cos;^ und 
cos t/; zu berechnen. Ebenso kann der Winkel durch a, 6, c 
ausgedrückt werden. 

In ähnlicher Weise siod die Formeln für die mit Q^y 
Q2y Qs zusammenhängenden Schnittwinkel zu berechnen. 

300) Zu Übungsaufgaben geben z. B. folgende Ge- 
bilde Veranlassung. 

1) Das einem senkrechten Kreiskegel umbeschriebene 
Dreikant P(ABC) und das reciproke jenem einbeschriebene 
,,Dreiflach^^ F{A^B^C^) oder P{a, h, c); siehe Fig. 63. 

Die Lehre von den reciproken Polaren der Ebene läfst 
sich dabei in interessanter Weise verwenden, auch finden 
\iele harmonische Beziehungen statt. 

2) Dasselbe gilt von dem anbeschriebenen Dreikant 
P(ÄBC) des Kreiskegels und dem reciproken Dreiflach 
P^iJBiCi) oder P{a, b, c). (Siehe Fig. 64.) 

3) Das Dreieck ABO ist in Fig. 65 mit dem Feuer- 
bachschen Kreise (Kreis der neun Punkte) versehen. Die 
Spitze P des Dreikants liege senkrecht über dem Kreis- 

14* 
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centram. Dann stehen die Dreikante P(ABC\ P{A^B^ C^), 
P(-42^2C«)^ ^(-^8^3 C^s) ^ eigentümlichen Beziehungen. 

4) Auch Fig. 62 
giebt zu Be- 
ziehungen der 
DreikanteP(AB(7) 
und P{DJEF) 
Veranlassung. 

Dagegen sind 
Au%aben^in denen 
zwei senkrechte 
Kegel von der- 
selben Spitze vor- 
kommen, im all- 
gemeinen nur dann 
zu elementaren 
Übungen brauch- 
bar, wenn diese 
Kegel konzen- 
trische sind. 

5) Das Drei- 
kant läist sich 
durch Reciprodtät 
mit Hilfe jeder 

einbeschriebenen Kugel in ein polares Dreiseit verwandeln, 
wobei der einbeschriebene Kegel in einen von Geraden um- 
hüllten Kreis verwandelt wird, der umbeschriebene im 
allgemeinen in eine von Geraden umhüllte Ellipse usw. 
Dabei bleiben alle harmonischen Beziehungen erhalten; ebenso 
alle Doppelverhältnisse, und auch metrische Beziehungen 
lassen sich mit Hilfe dieser Abbildung und ihrer Umkehrung 
entwickeln. 

Man versuche folgenden Satz zu beweisen: 

In jeder Pyramide ist die Summe der nach einerlei 
Richtung genommenen Aufsenecken über der Grund- 
fläche vermehrt um die Ecke an der Spitze gleich 
vier rechten Ecken. 

(Die Aufsenecken entsprechen z. B. bei der dreiseitigen 
Pyramide den Aufsenwinkeln des Dreiecks.) 

Man. versuche sämtliche Formeln für die SonderföUe 
der rechtwinkligen, gleichseitigen, gleichschenkligen Ecke 
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umzugestalten. Die Bedeutung der beiden letzten Bezeich- 
nungen ergiebt sich am leichtesten aus den zugehörigen 
sphärischen Dreiecken. 

II) Anwendung auf die Berechnung schiefer Prismen. 

301) Ein dreiseitiges Prisma zu berechnen aus 
den drei in einer Ecke zusammentreffenden Kanten 
und den Seiten dieser Ecke. 

Auflösung. Sind a und b Kanten der Grundflache 
und ist c die zugehörige Seitenkante und werden die Gegen- 
seiten mit Ä, B, C bezeichnet^ so hat man zunächst die 
Winkel a, ß, y zu berechnen, z. B. mit Hilfe der Formel: 



a -1 /sin s • sin (5 — ÄS 
2 y sm -ö • sin (7 

und den cyklisch daraus folgenden. Die Höhe la des Körpers 
ist: 

Ä = c sin 5 sin a, 
die Grundfläche: 

G = —ab sin 0, 

der Inhalt also wird: 

1) J^ = Gh = — a6c sin S sin C sin a. 

Führt man jedoch für sina den Wert: 

2 

sin a = — — 7^— ; — 7^ Vsin 5 sin (« — AS sin (s — B) sin (s — C) 
sm jD sm C ' ^ ' ^ ' 

ein^ so ergiebt sich die symmetrische Formel: 

2) «7 = ahc ysin 5 sin (5 — A) sin (s — jB) sin {s — C). 

Den Wurzelausdruck bezeichnet man als die Amplitude % 
der Ecke, so dafs man hat: 

3) J^alc%. 

[Für die anderen Ecken der Grundfläche ergeben sich 
entsprechende Formeln. Setzt man dann die rechten Seiten 
gleich, so ergiebt sich folgender Satz: 

Die Grundkanten des dreiseitigen Prismas ver- 
halten sich wie die Amplituden der Gegenecken.] 
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Vom Normalschnitt durch die Seitenkanten des Prismas 
kennt man den < y aus der Formel: 

y 1 /sin s • sin (s — C\ 
cos —— ^' 



■1 /sin s • 



2 f^ sin J. sin (7 

aufserdem die einschliefsenden Dreiecksseiten a^^=^a sin J5 
und &! = 6 sin J.. Die dritte Seite A^ und die Winkel 6^ 
und ßj sind trigonometrisch zu berechnen, ebenso für die 
Grundflache die Seite d und die anliegenden Winkel b und £. 
Daraus ergeben sich leicht die fehlenden Elemente der 
dritten Parallelogrammseite des Körpers. 

302) Ein Parallelflach zu berechnen aus drei zu 
einer Ecke gehörigen Kanten und den Seiten dieser 
Ecke. 

Auflösung. Die Berechnung beginnt wie vorher. 
Der Inhalt wird der doppelte des vorher berechneten. 

303) Ein dreiseitiges Prisma zu berechnen aus 
drei zu einer Ecke gehörigen Kanten und deren 
Winkeln. 

Auflösung. Zur Berechnung der Seiten der Ecke 
hat man die Formeln: 



-f 



A 1 /cos (a — S\ cos (a — y) 
cos — ■' ^ ^ 



2 f sin /5 • sin y 

oder auch: 



sin J. = —, — r— ; V — cos o cos (a — a) cos (p — ß) cos (o — r) 

sm/J smy ' 

und die cyklisch daraus folgenden. Wiederum wird: 

4) «7 = 6rÄ = — abc sin 5 sin C sin a 

2abc 

( — cos o cos (o — a) cos {o — ß) cos (a — y). 



sin a sin ^5 sin y 

305) Bezeichnet man die Wurzelgröfse in den Formeln 
für sinJ., sin 5, sin (7 als die Coamplitude der Ecke 
mit 21', so folgt: 

5) e/ = -; ; — 3 — ; . 

^ sm a smß sm y 

Man kann auch die Flächen Fa, Fb und Fe einfuhren, 
wobei: 
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Fj^ = Ic sin A = . _ . — W, 

sin j5 sin y 

Fb = ca sinJB= . ^"^^ %% 

sin }/ sin a 



G=^Fc==^ah&mG^ . . . r . 



-a6smC/ = -^ . ^ 

2 sin a sin p 

Schreibt man noch dazu: 

21' = 21', 

so findet man durch Multiplikation: 

sm^ a sm^ p sm^ y 
demnach ist auch: 

6) J=p\F^TW. 

[Büdet man die entsprechenden Formeln zur Berechnung 
von J^ auch für die anderen Ecken der Grundfläche, so 
ergiebt sich aus der Gleichsetzung der rechten Seiten, dafs 
die Seitenflächen eines dreiseitigen Prismas sich 
verhalten, wie die Coamplituden ihrer Gegenecken 
an der Grundfläche.] 

Die übrigen Elemente des Körpers sind leicht zu be- 
rechnen. 

305) Ein Parallelflach zu berechnen aus drei von 
einer Ecke ausgehenden Kanten und den Winkeln 
dieser Ecke. 

Auflösung. Die Berechnung beginnt ebenso, wie in 
der vorigen Aufgabe. Der Inhalt wird doppelt so grofs. 

306) Von einem dreiseitigen Prisma sei gegeben 
die Grundfläche (durch drei ihrer Stücke), die Länge 
der Seitenkanten und ihre Neigung gegen die Grund- 
fläche, aufserdem die Neigung der Projektion einer 
der Seitenkanten gegen eine Nachbarkante der 
Grundfläche. 

Die Auflösung ist im Anschluls an das Vorhergehende 
leicht durchzuführen. 

307) Dieselbe Aufgabe für ein Parallelflach zu 
lösen bleibe dem Leser überlassen. 
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•9 

Ubungsmaterial geboi analoge Aufgaben über schiefe 
Pmmen mit regelmä&iger Grundfläche und über regehnä&ige 
Prismen^ die beiderseits beliebig abgeschrägt sind. Da femer 
zu jedem Dreieck vier Berührungskreise gehören, so gehören 
zu jedem Dreikantprisma vier schiefe Berührungscylinder. 
Endlich giebt noch der Normalschnitt zu vier berührenden 
Kreiscylindem Anlafs, die schief abgeschnitten sind. Den 
Kreissatzen 

j. a + b + c — a + b + c a — b + c a + b — c 

J 2 ^ 2 ^"^^ 2 ^' 2 ^^ 

entsprechen Inhaltssätze über die genannten Cylinder. 

111. Das allgemeine Tetraeder. 

a) Die wichtigsten allgemeinen Besiehongen. 

308) Die allgemeinen Sätze über das Tetraeder findet 
man in Band I, §§ 214 bis 236. Dort ist auch die Formel 

1) J^—GTh mit Hilfe der Zerl^ung des dreiseitigen Pris- 

mas abgeleitet. Schon in § 81 wurde dort gezeigt^ dals sich 




Fig. 66. 



das regelmäfsige Tetraeder aus dem Würfel ableiten läfst. 
indem man von diesem gewisse Pyramiden abschneidet. 

In Fig. 66 ist ebenso das allgemeine Tetraeder AB GB 
aus dem Parallelflach abgeleitet. Jede der vier abgeschnit- 
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tenen Pyramiden hat, wenn G die Grundfläche des Parallel- 
flachs, k seine Höhe ist, den Inhalt \^k=^, für das 

C^h 1 
Tetraeder bleibt also J= Gh — 4—^ =« -^ Gh. d. h. der 

6 o 

dritte Teil des Parallelogramms. 

Durch das Tetraeder ist in halber Höhe ein Horizontal- 
schnitt JEFGH geführt, der ein Parellelogramm mit den 

Seiten — und -^ giebt, wobei a und % die Diagonalen der 

Grundfläche des Parallelflachs sind. Dasselbe Parallelogramm 
entsteht, wenn man die Halbierungspunkte der Seiten der 
Grundfläche miteinander verbindet. Seine Hache, die als 
Mittelschnitt (parallel zu a) als Ma bezeichnet werden soll, 

ist also gleich -^, demnach ist der Inhalt des Tetraeders: 

1) e7=|iKae- 



3 



"-a^a y 



wenn ea die zu den horizontal gelegten Kanten a und % ge- 
hörige Höhe (Abstand der beiden Horizontalebenen und 
kürzester Abstand der Geraden a und a^) bedeutet. Ent- 
sprechendes gilt für die Kanten h und \ bezw. c und c^ 
(Gegenkanten), d. h. man hat: 

2 2 2 

2) J-= ^Ma€a = g -afft^j = ^McCc. 

Diese Formel wird noch einmal (gelegentlich der Newton- 
Simpsonschen Kegel) zur Sprache kommen. In 2) ist: 

Jl. = ^sin*., JM» = ^sin*», ilf, = ^6in*„ 

WO ka der Kreuzungswinkel von a und o^ ist usw. 

[Schon hier sei bemerkt, dals sämtliche bei dieser Lage 
auftretenden Horizontalschnitte des Tetraeders Parallelo- 
gramme sind. Jedes wird durch die Diagonale, z. B. FH, 
halbiert. Sämtliche so entstehenden Diagonalen FH geben 
nach Bd. I, § 411, ein zwischen AB und DC ausgespanntes 
hyperbolisches Paraboloid. Weil jedes der Parallelo- 
gramme durch dieses halbiert wird, ist nach Cavalieri das 
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Tetraeder durch diese Fläche halbiert Jeder Teil hat also 

(als Halbtetraeder) den Inhalt «/'= —MaCa. Man braucht in 

o 

Fig. 281 von Bd. I nur die Geraden A C und BD zu ziehen, 

um das durch die Fläche halbierte Tetraeder zu erhalten. 

Aus dieser Bemerkung läfst sich die Berechnung der Pris- 

matoide mit windschiefen Seitenflächen oder mit teils ebenen, 

teils windschiefen Seitenflächen und die der einmanteUgen 

Hyperboloide ableiten. Jedes Gegenpaar von Kanten des 

Tetraeders giebt zu zwei hyperbolischen Paraboloiden, die es 

halbieren, Veranlassung. Da ein Kantenpaar &ei bleibt, sind 

drei solcher Paraboloide möglich.] 

309) Aus den Prismenformeln des vorigen Abschnittes 
ergeben sich far das Tetraeder noch folgende Inhaltsformeln: 

3) eT" = — a6c sin 5 sin C sin a = — a6c sin C sin Ä sin ß 

6 

= — aic sin J. sin 5 sin y . 
o 

Für jede der übrigen Ecken giebt es ebenfaUs je drei solcher 
Formeln, im ganzen also zwölf Setzt man für sin a (oder 
sin^ oder siny) seinen Wert ein, so folgt, wie beim Prisma, 
eine symmetrische Formel: 

4) J"= -__ysin s • sin(s — A) sin(s — B) sin(s — C) = -5- Sl , 

o o 

ji^ B + C 
wo 5 = ^ und 51 die Amplitude der Ecke ist. 

310) Sind dagegen a, ß, y und a, 6, c gegeben, so 
folgt aus der Prismenformel för das Tetraeder: 

3smasmpsmy 
wo die Coamplitude der Ecke 



31' = y — cos cos (a — a) cos (a — ß) cos(a — y) 

ist. Die Formeln 3, 4, 5 beziehen sich also auf die Be- 
rechnung des Tetraeders aus drei Kanten und drei 
anderen Elementen ein und derselben Ecke. 



1 



Das allgemeine Tetraeder. 
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311) Wählt man die Bezeichnungen der nebenstehenden 
Figur^ so erhält man aus 
Formel 4): 

^ = -5~ ^1 = — ^r~ 



2t2 = ^2r3 = ^3t,. 

Für die den Ecken P^, 
Pa, Pg, P4 gegenüber- 
liegenden Flächen F^, F^, 
P3, F^ folgen dann die J^' 
Formeln: 




^ 

Fig. 67. 



6) 



a. 



91, : 21, : 51. = ^ : ^ 



a 



a. 



2t3:2r4:2li = -:f :^ 



2t4 : 2ti : 212 = 



a 



1 - d g 



6 

h 
b 

6 

• 

&1 * «1 " 



a 
a 



In Worten: Für jede Tetraederfläche verhalten 
sich die Amplituden der Ecken wie die Quotienten 
aus den gegenüberliegenden Kanten und den tetra- 
edrischen Gegenkanten. Man kann dafür auch schreiben: 



3J 



2ti 



2t, 



2 



21 



2t. 



6*) 

wobei der Nenner jedesmal das Produkt der die Gegenfläche 
begrenzenden Kanten ist. 

312) Etwas komplizierter ist der Satz auszusprechen, 
der sich in entsprechender Weise aus den Formeln: 

2a6c2t(2 2a6iCi2t8'2 



J=- 



3 sin a sin /J sin y 3 sin a &mß^ sin y^ 
2ai6ci2t3'2 2ai6ic2lp 



3 sin QjL sin ß sin y^ 3 sin a^ sin ß^ sin y 
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for die Coamplitaden ableiten läfst. Die neue Formelgrappe 
beginnt mit 

a Sin a^ o sm ß^^ c sin yj^ 
313) Aus der Prismenformel 5) folgt fOr das Tetraeder: 

J= ~}'(2Ft){2F,)F,%i - p'F,F»F^^i , 

im ganzen also: 



8) J^^iF^F^FM^^m^ÜFM 

= \^F^F,F^%i = |yi^i J-jF.SU. 

Der Inhalt kann also auch aus drei in einer Ecke 
zusammenstossenden Flächen und der Coamplitude 
dieser Ecke berechnet werden. 



9) 



314) Aus der Formelgruppe 8) folgt: 

9^2 %\ Wt «S %\ 



42^1jF2^8-^4 Fl jFj jFs F^ 

Folglich: Die Tetraederflächen verhalten sich wie 
die Coamplituden ihrer Gegenecken. 

315) Aus jeder der Formeln 3) läfst sich die Eulersche 
Formel ableiten^ die den Tetraederinhalt durch die sechs 
Kanten a, h^ c, %, \y c^ ausdrückt. Aus der ersten jener 
Formeln folgt: 

Sßj2 = a2j2c2 sm^B 8m^C(l — cos«a) 

, cos Ä — cos B cos C , , 

oder wemi man cos a « ; — s— ; — 7= setzt, 

sm ±> sm G 

ofi Tt 9J.8 9 • 9T> • 9n\-i /cos ^ — cos -B cos (7\2] 

V sm £ sm G / J 

Dies formt sich bequem um zu: 

36 «7*2 =a2 62 c2 [1 — cos2 J.— cos^B— cos2 C+ 2 cos J.cosJBcos C]. 

Nun ist aber för jedes der in der Ecke Ä^ zusammen- 
stofsenden Dreiecke beziehungsweise: 



Das allgeineine Tetraeder. 221 

26c 2ca 2a& 

Setzt man dies ein, so ßllt zunächst der Faktor a^h^c^ weg, 
und die umständliche Formel vereinfacht sich zur folgenden: 

10) 144e72 = a^a\ [- (a'+ a\) + {}?+ 6?) + {(?+ c?)] 

+ h'l\ [+ {a'+ a?) - (6^+ 6!) + (c^+ cf)] 

+ c^c? [+ {a'+ a?) + (6«+ 6?) - (c«+ cj)] 

- [a\b\^+ a'hlc' + a^h'cl + alb\c\] . 
Durch Eadizierung usw. erhält man den Inhalt selbst. 

316) Jedes Vielflach läfst sich in Tetraeder zer- 
legen. Kennt man sämtliche dabei auftretenden Kanten, so 
kann man den Inhalt aus diesen aUein algebraisch darateüen. 
Wie sich dabei die Formeln gestalten, ergiebt sich beispiels- 
weise an der dreiseitigen unregelmäfsigen Doppelpyramide, 
bei der von der einen Spitze die Kanten %, 6^, q, von der 
andern die Kanten a^. h,, c^ ausgehen, während a, 6, c die 
gemeinschaftlichen Kanten sind. 

Man erhält zwei Ausdrücke der obigen Art, die übrigens 
mit Hilfe der Determinanten eine einfache Schreibweise zu- 
lassen^ Auch die vierseitige DoppelpTramide bietet ein ein- 
faches Beispiel, sobald auiser den zwölf Kanten eine Diagonale 
des gemeinschaftlichen Vierecks (welches auch windschief 
sein darf) bekannt ist. 

317) Aus der Formel für 36 J"* geht hervor, dafs die 
Ecke Pi die Amplitude 

11) 5Ii=«^yi— cosM—cos^S— cos2C+2cos^cosBcosC 

hat. Für die übrigen Ecken gilt Entsprechendes. — Setzt 
man den Ausdruck 10) gleich Null, so hat man die Be- 
ziehung, welche zwischen den sechs Verbindungslinien von 
vier Punkten einer Ebene besteht. (Vgl. §§ 271 und 286.) 

ß) Die acht Berührtmgskugeln des Tetraeders. 

318) Über Anzahl und Lage der Berührungskugeln vgl. 
Bd. I, § 223. Ein dort unentschieden gelassener Punkt 
wird hier durch Rechnung erledigt. Um Unbestimmtheiten 
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zu vermeideii^ ordne man die Tetraederfladien jP^, F^, F^, F^ 
so an, da(8 man mit der kleinsten beginnt und die andern 
der Gröüse nach folgen lalst. Verbindet man den Mittel- 
punkt der einbeschriebenen Kngel mit den Ecken, so folgt 
ans dem Inhalt der vier Einzeltetraeder: 

1) I (Fl + js; + J?-, + FJ = 1 = J-, folglich Q = ^. 

Macht man dasselbe mit jeder der vier andern Kugeln, die 
eine der Flächen von anisen, die andern (bezw. ihre Er- 
weiterangen) von innen berühren, so erhält man: 

2)%(-Fi+F,+F,+F,) = ^(0-2F,) = J^, ex= ^''^ 



0— 2Fi' 



3)|(J\-j; + F3 + F,) = |(0-2F,) = ^, g.° o^2j, , 
4)|(F, + i?;-F3 + j;) = |(0-2F3) = «^, Qz = -ÖZ^' 

f,)^(F^ + F, + F,-F,)^^M0-2F,)^J, g,= ^^ 



319) Nun giebt es aber noch drei andere Kugeln, die 
je zwei Flachen von aufsen, die übrigen von innen berühren. 
Ihre Badien seien Qa, Qby Qc- Die erste nämlich liegt ent- 
weder in dem Scheitelraume a oder a^ an der Kante a 
bezw. %. In dem einen Falle würde man haben: 

I [(F, + F,) - (F3 + F,)] = J, 

was aber nach obiger Annahme nicht möglich ist, weil nach 
dieser die Klammer negativ ausfallt. Es bleibt also nur 
übrig, dafs diese Kugel im Scheitelraum a^ liegt, wobei 



3 
dJ 



6) f[-F,-F, + F, + F,]==^[0^2{F^ + F,)]^J, 



Qa=- 



0-2(F,+F,) 

ist. Für die Kugel mit Radius Qb sind F2 — F^ und i^4 — F^ 
positiv, man erhält also die Lage im Scheitelraume h^ und 
es wird 
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7) I l-F^ + F^-F, + F,]==^ [0-2(F^ + F,)) - J, 

3J 

^'>-0-2(F^ + F,y 

Bei der letzten aber bleibt es zweifelhaft, ob F^ — F2 — JP3+JF4 
oder — jF\ + i^2 + -P3 — -^4 positiv ist, man hat also keine 
allgemeine Entscheidung über die Lage im Scheitelraum y 
oder y^. Im ersten Falle liegt die Kugel in y, im zweiten 
Falle in y^. Man schreibe also: 

8) ±^[-F,+F^ + F,-F,] = ±^[0-2(F, + F,)] = J, 

Qc=± 



0-2{I^ + F,r 

wobei das zweifelhafte Vorzeichen so zu wählen ist, 
dafs der Ausdruck positiv wird. 

320) Aus den Formeln für die q erkennt man, dafs 
auch Q, Qiy Q2, Qsf ^4 der Gröfse nach geordnet sind, wobei 
das kleinste beginnt, ebenso Qa, Qby Qc* Aus diesen Formeln 
ergiebt sich eine reiche Fülle metrischer Beziehungen. 

Schreibt man sie z. B. in der Form 

q T 

F, + F2 + F, + F,^^ 

Q 

usw., so erhält man aus der ersten und je einer der vier 
folgenden durch Subtraktion: 



-•-n 






Durch Addition folgt daraus 

F. + F. + F. + F,^^'' 



2 L^ ^1 ^2 ^3 ^4J 



3J 
oder wenn man für die linke Seite nach 1) den Wert — 

setzt, ^ 
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,0) i+i + i + i = i. 

^1 ^2 Q9 Q4. Q 

Aus 1) und 2) bilde man femer durch Addition: 
ebenso aus den Gleichungen: 

D T 

und 

q T 

Qa 

durch Addition 

Aus den Werten für F^ + F^ folgt durch Gleichsetzung 

^1 ^2 Q Qa 

Im ganzen erhält man so zur Berechnung von Qa, Qh und 
Qc die Gleichungen: 

„, 1=1+1-1. 1-1+1-1, 

Qa Gl ea e Qi Qi. Qs Q 

1 /1,1 1\., 1 1,1 1 
— = + — H oder + 1 . 

Qc \Qi Qi Ql Qe Qt Qi Q 

Durch Addition erhält man im FaUe des Zeichens + 

12.) l + l + l + l_(l + l + l + l)+i_i_l, 

Q Qa Qb Qc \Qi Q2 Qh QJ Qi Q Qi 
im Falle des Zeichens — dagegen 

,2k,l + i + l + l=(l + l + l + l)-l = 2_2 

Q Qa Qb Qc \Qi Q2 Qs QJ Q4. Q Q4. 

Letzteres stimmt mit der von Steiner (Bd. I, Seite 129 
unter IT) gegebenen Formel überein. Auch 12 a) geht in 

diese über, wenn man — - statt + - schreibt. In diesem 

Qc Qc 

Sinne ist das Steinersche Doppelzeichen in der Formel 
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-.ox 1 1 1 1.1.1.1 1 /. 

Q Qi Q2 Qs ^4 Qa Qb Qc 
aufzufassen. 

321) Bei den Quadraten der Eadien hört dieser Zweifel 
auf. Bildet man aus 11) —i + -^ + -^> so findet man 

Qa Qb Qc 
Q Qa Qb Qe Qi Qt Qz Qa 

Zwischen den Gruppen q, Qa, Qb nnd Qc einerseits und Qjj 
Q2f Qsf ^4 andererseits findet also in mehrfacher Beziehung 
eine gewisse Symmetrie statt — 

322) Schreibt man die Formeln 11) in der Form 

14) l_i=,l_i = i_i = iTi, 

Q Qi Qi Qa Qs Qi Qi. Qe 

so erhält man zur Berechnung von F^, wie der Vergleich 
mit 9) zeigt: 

^^' ^^ 2 [q qJ 2 Ißg qJ 2 \fy Qt) 

3J(1 -r. 

Man versuche so F^y JP,, F^, F^ auf alle möglichen Arten 
durch J imd je zwei der Eadien auszudrücken. Steiner 
giebt (Werke I, Seite 129) in dieser Hinsicht z. B. an (wie 
man mit Hilfe von 10) aus 11) ableiten kann) 

,.v 1 1.1,1 1,1.1 1.1.1 
Q Qi Qz Qa 64 ^2 Qb Qa Qx Qe 

323) [Für den Fall, dafs das Tetraeder eine 
rechteckige Ecke (mit drei Seiten von je 90®) hat, wo- 
bei z. B. JP; = JP? + -Fl + -Fl ist, giebt Steiner noch fol- 
gende Beziehungen an: 



«4 Qc/ 



Qa — Q Qx+Qe Qi + Qb Qq + Qa^ 



QQa QxQe Q2Qb QzQe 

die als Übung8au%aben gestellt sein mögen.] 

Holzmüller, Stereometrie. 11. 15 
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324) Wdtere Beziehimgen für das allgemeine Tetraeder 
ergeben sich atis folgender Bem^kung« Aus der Inhalts- 
formel folgt: 

Vergleicht man dies mit den obigen Formeln über F^, so 

folgt z. B. 

,„,211111 11-.1 

% Q Qi Q2 Qa Qs Qb Qi Qe 

Zusanmengehöng sind folgende Formeln: 

ml. = l_l 1 = 1 — 1 1=,1_1 l==.i_i. 

Ans 

= !_?. = - 

folgt ~^ ^~^ 

19) 2f^ + ^ + ^ + Jl=^^l + i + i + A 

LÄi Ä, A3 Ä4J Q ^1 ^2 Qs Qi 



L^ Qa Qb Qe\ Qi 



4 4 

325) Bildet man die Formeln für — , — usw., so folgt: 

hl A2 



\hi Ä2 Äs Ä4/ 



^ Vi 02 Qs Qa/ Q \Qi Q2 Qs qJ 

2 

Setzt man für die letzte Klammer den Wert — ein, so 

Q 

folgt unter Berücksichtigung der früher angegebenen Formeln: 

20) Ji + i + i + iUl + l + i + i 

\Äl Ä2 % Ä4/ ^1 Qz Qs Ql 

_l + i + l + i. 

2 ^^ 2 ^^ 2 «^ 2 

^ Qa Qb Qg 
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Diese letzte Formel ist dadurch bemerk^swert^ daft sie 

später in Beziehung zu dem Atusdrucke t + T + "T gesetzt 

^ 4 ec 
"werden soU, wobei die e cBe küreeeten Ikitfemungeh je 
jBweier Gregenkanten des Tetraeders bedeuten. 

(Mehrere der besseren Lehrbücher beschranken sich auf 
die Berechnung der Badi^a q^ q^^ q^^ ^3, q^j so däTs ibn^i 
einige der sehonst^i Beaaebung^i eiitgeheu;) 

Nach den Formeln 1) bos 8) lassen iriob die q auch 
durch die Kanten ausdrucken ^ jedoch in ziemlich umständ- 
licher Weise. — 

326) Steiner giebt (Werke I, Seite 218) »och die 
{olgenden einfaeh zu entwickelnden Formeln an: 

^ \Q2 Qs Ö4 ^1/ 

2JV *** 4 ^s Q4. Ql qJ 

* V^4 Ql Q» Qs^ 



4 \?i ^f ^3 qJ 



Man findet sie durch Addition aus je drei der Formeln 2), 
3), 4), 5) und Subtraktion' der vierten. 

Zur Ergänzung zu 10) sei nach Steiner noch beigefugt: 



Qa Ql Q4. Qi Qs 


* 


22) +'^' + ' ' ' 

Qb Qi ^4 Qs Ql 




2 1,1 1 1 

± — + 

Qe Qs Q4, Ql Q2 


- 


Steiner schliefst dort mit der Bemerkung^ 


dafs beim regel- 



mäfsigen Tetraeder sei 

23) ^l=-^2 =«68 = ^4 ==2^, 

24) ^^ =. ^j = ^^ = 00. 

Eine einfache Zeichnung des Tetraeders zeigt von selbst die 

15* 
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Eichtigkeit von 23) an^ die von 24) ei^ebt sich auch daraus^ 
daiB je zwei Gregenkanten gleichberechtigt sind, also über beiden 
eine der genannten Kugeln liegen mülste, was für den end- 
lichen Baum ausgeschlossen ist. Die Kugeln können also 

nur im Unendlichen liegen. Aus — =* 2 folgt, daJs bei der 

der Dreikantecke mit ^ a ^ ^b =^ ^c = 60®, das konstante 
Verhältnis der geometrischen Reihe, die von den Radien der 
Berührungskugeln gebildet wird, gleich 2 ist 



y) Die umbesohriebene Kugel des Tetraeden« 

327) Der Badius der umbeschriebenen Kugel kann 
fo^endermalsen gefunden werden. Die Lote, die man 

z. B. auf -FjL ^^^ ^4. 
in den Mittelpunkten 
M^ und M^ der um- 
beschriebenen Kreise 
errichtet, schneiden sich 
im Mittelpunkte M der 
umbeschriebenen Kugel, 
so dafs 2f Pg = r der 
gesuchte Badius ist. 
Man hat zunächst 

,3 




Fig.6& 



1) r* = ME* + KP 

- (!)■- ^^- 

Femer ist ^KMiP^ 
also folgt 



2) 
ebenso 



Jf4i:=^cotC7i, 



üfiZ"« JcotC^ 



im anderen Dreieck. Der Winkel M^KM^ ist gleich y^j 
also hat man als Badius des umbeschriebenen Elises im 
Dreieck M^M^K nach bekannter planimetrischer Formel, 
wenn man M^K^lj M^K^m, M^M^^n setzt: 
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»•1 = 



Imn 


Im^P -\-m^ — 2lm cos y^ 


■iA 


4 ^ im sin y^ 




-| /P + w^ — 2 Im cos /i 



}l 4 sin^ y^ 

Dieser Hilfskreis geht aber auch durch M (Sehnenviereck), 
MK ist also doppelt so grofs und 

j^j^, _ P + m^ — 2lm cos y^ 

sin^ y^ ^ 

oder nach 2) 

Ti^Tj^2 2 cot^ Ci + cot^ Ct — 2 cot Ci cot (74 cos yi 

4 sm^ yi 

Setzt man dies in 1) ein^ so ergiebt sich^ wenn man 
gleichnamig machte 

Q^ 2 2 cot2 Ci + cot2 C4 — 2 cot Ci cot C^ COS yi + sin^ y^ 

4 sm2 yi 

Das Quadrat des gesuchten Radius läfst sich 
also z. B. aus q, Ci, 64 und y^, d. h. aus einer Kante 
und dem zugehörigen Winkel und den Gegenwinkeln 
der zugehörigen Dreiecke berechnen. Allgemein kann 
man es mit HUfe von 

i, ß, B2, B^ \, ß^, JBi, Bq 

Cy y, C^y Cs Ci, yi, Ci, C4 

Die Formel ist einfach, da stets nur die einander ent- 
sprechenden Buchstaben des Alphabets vorkommen, aber 
sie ist nicht symmetrisch. (Der Abstand MM^^ ist py- 
thagoreisch aus MK und M^^K auszudrücken.) 

328) Um den Badius r durch die Kanten auszudrucken, 
mache man folgende Umgestaltimg, bei der z. B. die Ecke 
Pj ins Auge gefafst werde. Im Dreiecke F^ ist 

^ ^ a — Cj cos Bo 

cot Ci . p % 

q sm^2 
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im Dreieck F^ ist ebenso 

cot Q - *AZl4i5^, 

femer ist für die Ecke P^ nach dem Cosinussatze 

• cos CL — cos Ä^ cos jB, 

cos yi = ^^ — 2 — ^Hd ^^ 

sm .^2 sm jDg 

daraus ergiebt sieh 

sm ^ sm i>2 
wobei §[2 ^^^^ ^^3 
4Sl| = 1 — cos^^ — cos^jBj — cos* (7a + 2cos-4^ cosJBs cosCg 

bestimmt. Setzt man diese Werte in die Formel 3) ein^ so 
wandelt sich diese um in 

16r^2lJ =- (a — Ci cos^gf sin^ + (^i — ^ cos^f sin*-Ea 

— 2(a — Ci cos -Bj) (61 — c^ cos^) (cos C2 — cos-^g cos B^ 

+cj[l — cos*^ — cos^JSa — cos* (7, +2 cos -4, cosJBg cosCg]. 

Eechnet man die einzelnen Glieder aus und streicht man die 
einander aufhebenden, so erhalt man 

4) lealr* = a* sin*^ + tf sin*B, + c? sin* Cg 

— 2a6i(co8 Cj — cos^ cosjBj) 

— 2\c^(qo%A^ — 008^2 cos (7j) 

— 2cia(cos52 — cos Cj cos-^^). 
329) Trigonometrisch ist aber 

COSJLj=» ^pz , COSi^g» ;r , 

^2 , x2 ^2 

COS (72== — 



2afei 

also >|J.2^2 /T,2 , 2 2v2 

USW. 

Setzt man diese Werte in die Formel för 16 Sil r* ein, und 
bedenkt man, dafs (für die Ecke P^) der Tetraederinhalt 
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ist^ also 

4.16212^ = 27rr-^^ 

so ergiebt sich durch einfache Behandlung des nur kom- 
pliziert erscheinenden Ausdrucks folgende Formel: 

^ (aai+fc&i+gCi)(— ^i+M>i+cCi)(aai— 66i+cc^)(q«i+?^ 

oder, wenn man — ^ = 2^ setzt: 

r = ^ y2"{X- 0%) (^- »i) (2-- cc,). 

Der Satz ist leicht in Worte zu fassen. Einen andern 
Beweis findet man bei Baltzer, II, Trig. § 6, 18. Mit 
Hilfe später abzuleitender Relationen läfst sich r noch auf 
andere Art ausdrücken. 

330) Der Mittelpunkt der lunbeschriebenen Kugel hat 

von i^i den Abstand e^ = ]/r^ — rj, wo r^ « ajp^ ^^** 
Ebenso ist: ^^i 

e,«}/7i::^, e^^Y^rr?^^ e^^Y^ri^,. 

Weitere Beziehungen ergeben sich aus: 
6 JT = 1 y2"(-r — aa^) {IT— l\) {Z — ce^) 

« ahc sin jB sin (7 sin a » . . . *» 2abc%^ ■« . . . 

sm a sm )(? sm y r ^ » * * 

wobei die ea, €5, «^ die kürzesten Entfernungen der Oegen- 
kanten sind. 

S) Die Mittellinien des Tetraeders. 

331) Die Mittellinien der Flache F^ seien t'ay U, ti, die 
der Fläche F^ seien t^y tb, f/ usw. Bezeichnet man den 
Winkel ^^E% mit e, so ist: 
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<'» + <• — a* 
'^^^°° 2<^- • 



Bezeichnet man also die von ^^ ausgehende MitteUinie des 
Tetraeders mit m^, so ist: 

fi tn^ fi /i ^^ + 9^1'*— 3(<«^ + C* — a^) 



oder: 



2 



t//2 



-, , 3a'— 2C. + 6 C 
2) mi = ö^ !3_ . 




Hier ist: 
i 






Setzt man diese Werte in Gleichung 2) ein, so folgt: 

, 3(„« + 6« + c»)-(a! + 6! + c!) 



3) 



♦1*2 = 









9 
3(a* + 6! + c!)- 


(a? + 6* + c*) 


9 

3(a? + 6' + c*)- 


(a* + 6! + c*) 


9 
3(a! + &? + c!)- 


■ia* + b* + e') 



9 
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Bezeichnet man die Verbindungslinien der Halbierungs- 
punkte der Gegenkanten mit ta, h, tc und bedenkt man^ 
dafs diese nach Bd. I, § 220 durch den Schwerpunkt S 
gehen und dort halbiert sind^ so findet man aus den Drei- 
ecken 5ßiZ)Ä und E8G für den Winkel f: 

r.2 



cos| = 



und 



cosf = 



1 .2 , 9 2 a' 






Durch Gleichsetzung der rechten Seiten und Vereinfachung 
folgt: 



4) 



2 2 2,^2 8 j/2 



Setzt man die rechten Seiten von 3) und 4) gleich und 
setzt man den Wert von ta^ ein, so folgt: 



5) 



<* — 



<? = 



<J = 







4 






ic' 


+ a* 


-6*) + 


(ci + a? - 


-6?) 






4 






(«' 


+ 6* 


-«') + 


(«? + &?- 


-c?) 



Man könnte die Geraden ta, hy tc als die Kantenmittel- 
linien des Tetraeders bezeichnen. Für diese Linien be- 
stehen noch vielfache andere Beziehungen, auf die unten 
näher eingegangen werden soll. 

Man bilde z. B. die Formeln für mf + w^ + »^ + *^4 

und ^ + ^6 + ^c und suche die einfache Beziehung, die 

zwischen diesen Summen besteht. Auch fa + 4 und andere 
Gruppierungen geben einfache Beziehungen, deren Kenntnis 
vor der AiSstellung unmöglicher Aufgaben bewahrt. 
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«) Die Sehwerpnnkte de« Tetraeders» seiner FISehen, seiner 

Kanten und seiner XSekpnnkte. 

332) Der körperliche Schwerpunkt ist schon in 
Bd. I, § 220 behandelt. Er ist der gemeinsame Ihirch- 
schnitt der Mittellinien mi, m^, m^, m^. Jede von diesen 
ist im Verhältnis 1 : 3 geteilt. £r hat also von den Ebenen 
jFj, jPj, F^y F^ die Abstände: 

*i *2 As A4 
^) 4.' A' 4.' 4.' 

In ihm schneiden sich auch die Halbierenden ia, h, te von 
je zwei Gegenkanten. Diese werden durch den Schwerpunkt 
halbiert. Er ist zugleich gemeinsamer Mittelpunkt der 
Mittelschnitte Ma, Mb, Me. — Die Längen der m lassen 
sich planimetrisch leicht durch die Kanten ausdrücken. 

333) Der Schwerpunkt der Tetraederoberfläche 
kann folgendermafsen gefunden werden. Der Schwerpunkt 
der Flächen F2, -F3, -F4 hat von der Ebene F^ den Abstand 

man -^ im umgekehrten Verhältnis von F^ und 1^2 + ^8+^ 
o 

teilt und im entsprechenden Abstände eine Parallelebene zu 

■^1 l^gty die nun Ort des Schwerpunkts ist. Letzterer hat 

demnach von den Ebenen JP^, JFg» ^sf ^4 ^i® Abstände: 

h, F,+F^+F^ h^ 0-F^ KO- F^ 



2) 



^ F^ + F^-^F^+F^ 3 O '3 ' 

3 ' 4 ' 



Diese Ausdrücke haben noch eine besondere Bedeutung. 
Die Schwerpunkte der Einzeläächen bilden ein Tetraeder 
mit den Flächen: 



TP TP' 



TP^ TP Tpf TP 



USW. und mit den Höhen: 

usw. In diesen Werten ausgedrückt geht der erste Ab- 
stand über in: 
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o;_-jX 

*» 0' ' 

der Abstand von der Fläche Fi also wird: 

n\ — /»i ^7 = —qt =" ~ö^ = ö • 

Ebenso grofs werden die übrigen Abstände. Folglich: 

Der Schwerpunkt der Flächen des Tetraeders 
ist der Mittelpunkt der Kugel^ die dem Tetraeder 
der Flächenschwerpunkte einbeschrieben ist. 

Geometrisch ergiebt sidi dies folgendermafsen. Der 
Schwerpunkt der Flächen J?\ und F^ wird gefunden^ indem 
man die Gerade S^S^ im Verhältnis F^ : F^ teilt. Halbiert 
man aber am Hilfstetraeder S-^S^S^S^ den zur Kante S^S^ 
gehörigen Winkel, so schneidet die Hüfsebene die Gerade 
5iS2 in einen Punkt Ay der von F^ und F^ gleiche Ab- 
stände e hat. Das Hilfstetraeder zerfällt also in Tetraeder 

F'e F'e 
von den Inhalten -|- und -^, die sich also verhalten wie 

o o 

F'^ : F[ oder wie F^ : F^. Diese Teilung überträgt sich 
aber auch auf die Gerade S^S^. Der gesamte Schwerpunkt 
liegt also im gemeinsamen Schnittpunkte der vier Winkel- 
halbierenden Ebenen des Hilfstetraeders, d. h. im Mittel- 
punkte der dem letzteren einbeschriebenen Kugel. 

334) Schwerpunkt des Kantenkomplezes. Der 
Schwerpunkt der Kanten a, 6, c liegt in einer ParaUelebene 

zu jPj, die von dieser den Abstand -^ hat. Um den Ab- 

AM 

stand des Gesamtschwerpunkts zu finden, hat man -^ im 

Verhältnis a + 6 + c : aj + &i + (?i zu teüen. Der gesuchte 
Punkt hat also von den Ebenen JF\, JPj, jPj, F^ die Abstände: 

Qx Äi a-^-h-^-c \ a + h+c^ 

^) IT 



2 a + ai + 6 + 6i + c + Ci' 2a + ai+6 + 6i + c + Ci 

usw., oder, wenn man a + 6 + ^ °^t Sy a^ + ft^ + <^ Dai* 
s-^ bezeichnet, die Abstände: 

hl s ^2 a + «1 — a^ Äg 6 + «1 -— &i A4 c + Äi — c^ 



3*) 



25 + «1 '2 5+5i '2 ff + 5i '2 5 + 5:, 
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Der Schwerpunkt der vier Eckpunkte des Tetra- 
eders fällt mit dem körperlichen Schwerpunkte zusammen. 
Also sind die Abstände von den Flächen: 



'il ^ *8 *i 
^) 4' 4' 4^ 4* 

335) Die Formel für den Flächenschwerpunkt läfst sich 
in andere verwandeln, indem man die Beziehungen für die 
Q verwendet. So ist z. B.: 



— Fi Q 2 [q 



-1) i-l(l-A) 



3J 1 

e Q 

1 + 1 

_1 ^ gl ^ 1 g + gl 

2 1 2 Qi ' 

g 



also geht der Abstand: 



über in: 



Äi — JFi 
3 ' 

h Q + Qi 



6 Q, ' 

und die sämtlichen Abstände des Flächenschwerpunkts sind: 

5x ^ g + gl ^2 g + g2 ^ g + gs ^4 g + g4 

6 ^1 ' 6 ^2 ' 6 ^3 ' 6 ^4 * 
Nun ist aber nach den früheren Formeln: 

1 ggi 



2 q^-q' 
also wird der erste dieser Abstände gleich: 

g gi + g 
3 gl — g' 
und man hat im ganzen: 

ggl+g gg2+g gg3+g gg4 + g 



6) 



Sgl — g' 3^2 — g' 3^3 — ^' 4^4 — ^' 
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Andere Formeln ergeben sich aus: 

Q2 
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und: 



2^ 



Qa 



QaQ2 



' 2 l^, ^a/ 



USW. Der erste Abstand läfst sich also beispielsweise aus- 
drücken durch: 



2^a^8 



1 _ 1 a _ n 

Q 2 1^2 Öa/ 



3 (Qa — Qi) 



oder: 



^QaQt 



1 
Q 

Q_ 
3 



3 {Qa — Qi) 

Die folgenden Formeln für denselben Abstand enthalten 
Qb und ^8 bezw. + Qc und q^. 

C) Sonstige metxisohe Belationen am Tetraeder. 

336) In Folgendem sollen die nachstehenden Bezeich- 
nungen angewandt werden. 

Punkte, wie Jß^, ^ßg, ^ßj, ^ß^ erhalten grofse deutsche 
Buchstaben, Flachen, wie 
Fl, j;, JP„ JP, grofse %^ 
lateinische. 

Linien werden mit 
kleinen lateinischen Buch- 
staben bezeichnet, so z. B. 
die E^ten a, a^, b, b^ c, c^. 

Die Winkel der auf- 
tretenden Dreiecke erhalten 
kleine deutscheBuchstaben. 
So liegen bei $ßi die Winkel 
(Seiten der Ecke) a^, b^, q ; 
bei ^ßj liegen Oj, bg, c, usw. 
Die Raumwinkel an a, a^^ 
6, &i, c, Ci, werden mit 
a,^ Ol, /8, /?!, y, yi, be- 
zeichnet. Die Eieuzungswinkel der Gegenkanten seien f«, fj, t 




Fig. 7a 
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Die gemeinschaftlichen Normalen ^ürsesten Ent^ 
fernungen) der Gegenkanten seien e«, ej,, Cc. Die parallelo- 
grammförmigen Mittelschnitte, welche je vier Kanten hal- 
bieren, seien Ma, Mhy Mc, entsprech^id den zu ihnen 
parallelen Kanten. Ihre Diagonalen seien ta, hy te, je nach 
dem sie die Kantenpaare a und a^, b und bi^ c und c^ hal- 
bieren. Die Tetraederböhen eeien h^, h^f h^y A4, die Schwer- 
linien oder Mittellinien des Tetaraedsrs seien m^j m^, m^f m^. 

337) Nach Nr. 308 gelten folgende Formeb: 

1) Jfa«— T^ainla, Jtfft -= -r sin fft, Mc = ^smte. 

4 4 4 

Da 2 

J^ = g eaMa 

usw. ist, so folgt: 

J^ —^ — smlg «« — J — %mh *= — ^ smfc. 
000 

3«r _3er _3«r 

"^^ ^^2j«a' ^*'^2:Mr' ""^^äjE"' 

Ebenso : 

^ = : — i- 

aa^ smfa 
usw. 

338) Die Halbierenden der Gegenkanten sind zugleich 
die Kanten des vierseitigen Prismas, aus dem das Tetraeder 
ausgeschnitten gedacht werden kann, während die Tetraeder- 
kantenpaare die Diagonalen der Flächen des Prismas siad. 
Daraus folgt: 

4/J =» 6* + 6j + 2 661 cos I5 =« c^ + c? — 2cci cosl« 
3) \ 4<? = c* + cj + 2cci cos fc = a* + aj — 2aai cos la 
Atl =^a^ + al + 2aai cos f^ =« J* + jj — 26&i cosfj. 

339) Durch Addition bezw. Subtraktion folgt: 

2 I 8 2 I 2 1.2 ■ T.2 

4) ^a + Oft H 2 , 4 + tc = 2 ^> tc + ta^ 2 . 

5) <?-^<a = CCiCOs!<., <c — ^&=*=a«iCOsfa, ^a "^ ^c = &6i COsfj. 
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Aus den Gleichungen 4) folgt aber z. B.: 

also bat man zugleich: 

.2 i2 «* + «1 ** + &l ^ A ^^ + &l ^ + ^1 

h — H 2 2~' ^~^* 2 2~* 

Demnach ist auch: 

2aai cos f« « (6' + 6?) - (c' + cj) - 2 (^ ~ <g) 

6) • 266i cosfft - (c' + c?) -{€? + a?) « 2^; ^ ^) 

. 2cci cosi, = (a* + a?) — (6"^ + ^!) = 2 (^ — 4). 
Durch Addition folgt: 

7) aa^ ooslfl + h\ cosf^ + cc^ cosic —» 0. 

Bemerkenswert ist, dafs diese Cosinus bequem durch die 
Kanten ausgedrückt werden können, also: 

cos le = ^r . 

Dasselbe gilt ven dem zugehörigen Sinus. Z. B.: 

9) «i"«.-2J^1^4aV-[(6* + 6n-(c* + c!)r 

Daraus folgt z. B.: 

10) JIC=|V4a'af-[(6*+6?)-(c*+,c?]*=ir«'«?-(^-«?) 

= |[(6'+i!)-(c'+cJ)]taiiI.. 

Die letzte dieser Formeln folgt aus 1)^ 6) und 9). 
Ebenso folgt: 



2 



11) J'-^f4a*a?-[(6'+6!)-(«*+«0]*=-|K«V-(^-^* 
-g[(&'+60-(c'+c!)]tanf„. 
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Da sich nun J durch die Einten ausdrücken lafst, so gilt 
dies auch von eay Sb, Cc. 

Aus den Gleichungen 6) folgt, dafs, wenn i« = 90^ ist, 

te = th und & + 6i = c + Ci ist Ist aufserdem auch h}, = 90^, 
so folgt noch te=^taf also ta = tc=tef Und daher auch 
kc = 90^. Dann ist das Tetraeder regelmäfsig und aus dem 

Würfel ausgeschnitten. Ist aber (6*+&?) — (c*+cj) = 2aai, 
so folgt cos Äa = 1 , d. h. «^ fa = 0®. Zugleich wird J" = 0, 
d. h. das Tetraeder ist ein ebenes Viereck. 

340) In jedem Tetraeder ist: 

f-Fi = jFg cos Ol + Fg cos )8i + -P4 cos y^ 
li^2 = JPiCOsai+-F4COS)8 +i^3C0sy 

1^8 == -^4 COS a + ^1 cos ßi + JPg cos y 
^^ = JPg cos a + F^cosß + 1^1 cos yj. 

Multipliziert man die erste dieser Gleichungen mit JF^, die 
zweite mit F^ usw. und bildet man durch Addition 

I^ + It + Ii-J^, 
so ergiebt sich durch Wegheben und Vereinigen: 

lt+Fl+P!—F^^2F2Fs cosy+2F8JP4 cos a+F^Fg cos^, 
so dafs: 

13)F^==^Ft+JEt+J^—2FsF^cosa—2F^F2C08ß—2F2F^QOsy. 

Auf der rechten Seite stehen F^, F^, F^ und die von ihnen 
eiQgeschlossenen Winkel, so dals der Satz dem Cosinussatze 

der Trigonometrie entspricht. 

341) Im dreiseitigen Prisma 
verhalten sich die Seitenflächen 
wie die drei Seiten des Normal- 
schnitts der Seitenkanten, also z. B. 
wie 9^ : n^ : Mg. Führt man im 
zugehörigen Vierflach AB CD den 
zu B CFE parallelen Mittelschnitt 

May so ist dieser j von der Seiten- 
flache FEB C, während ABB und 
Fig. 71. AGB die Hälften der andern 
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Seitenflächen des Prismas sind. Demnach ist 2M^ \F^\ F^ 
=^ n^ in^ \ n^. Nun ist aber im Normalschnitt nf = n^ 
+ «8 — fh'iH cosa, also auch 

8 2 2 2.92 ck 

nni = nra2 + nn8 — znn^nn^ cos a. 
Macht man also nn^ »= 2 May so folgt: 

AlC = JP| + 2^ — 2F^F^ cosa. 
Im ganzen hat man: 

A:Ml^^+Ft—2F^F^ cosa = I^+Ft—2FiF^Q0Ba^ 

14) 4 J£? = -F?+ ^— 2JF2 j; cos /8 « JF?+ It— 2 Fl JPs coS)8i 

4JM!?= J??+2t— aJPaJi cosy = 1^+ JF4— 2JF\F4COsyi. 

443) Durch Addition erhalt man för die erste Kolonne: 
4Jl?+4JM?+4-M? 

« 2li+ 2Ft+ 21^4— 2Jp;J^4COsa— 2F4JP2COS/?— 2JFiJ?ico8y. 
Nach 13) ist aber: 

Fi^Fi-{-I^-{-I^—2Ff^F^QO^a—2F^FtQ^sß^2FtFiQo^y, 
durch Subtraktion folgt also: 

4Ji?+ 4Jli?+ 4JK?— JFi*- JF?+ J?+ JP? 
oder: 

15) 4JM?+4JII?+4Ji?--Ff+l??+2t+-F4. 

Nun ist J^—taMai also 4Jl£j = — ^ und «7"=»-^-?-, also 

i?f « — ^, also wird: 

9J^ , 9J* , 9e7^ 9J* , 9J* , 9J' , 9e7' 

Ba 6b ec Ai %s %8 A4 

oder: 

16)1 + 1 + 1 = 1 + 1 + 1 + 1 
gg gft Bc ni n^ ns A4 

" T ( "T + ~¥ + "T + ""ä ) "" 1 1 ~T + ~T + T + "~2 ) • 
^\gi g2 Qs Qa/ ^\Q Qa Qh Qe/ 

Holzmflller, Stereometrie. IL 16 
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343) Aus J=^ —abc sinai BmCi&inß folgt mit Hilfe 
von 2JFa = 6csinai und 2JP4 = a6 sinCi, aus denen sich 
— |-i- » abc sin a^ sin q ergiebt 

17) 3J=HW^ 

und ebenso: 

also durch Multiplikation: 

Daraas ergiebt sieb der scbon f rüber bebandelte Ausdruck: 

9J' sin a sin a^ sin /8 sin jS^ _ sin y sin y^ 

' AFiF^FsFi ~ ääi ^ bb^ °° cq 

[( Sr,' 3t,' SI4' 



-Fl -F, i^3 -^4* 

344) Auch hieraus ergeben sich neue Beziehungen zur 
Berechnung der Flächen und des Inhalts. 
Aus 17) z. B. folgt: 

3e7^«i = 2J\jF2 sinoi, 
nach 14) war: 

I^+li— am! - 2FiFi cos ai. 

Durch Quadrieren und Addieren erhält man daraus: 

= AjBili(coB*ai + sin'oi) = 41^ lt. 
Demnacb ist: 

19) J-= _L|/4i?fi<J_ [f!+fI— 4Jf2]*. 

Aus der Berechnung der F mit Hilfe der Gleichung 18) 
folgt für der Ausdruck: 

20) Q = «in!^-n. [3tr + Sil + §!,' + «41- 

sm a sm a^ 
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345) Eine Anzahl weiterer Beziehungen ergiebt sich 
durch Einführung der Badien r^, r^, r^, r^^ der den Flächen 
umbeschriebenen Kreise, für welche aus der Planimetrie die 
Formeln: 

^a^^biC^^ ^a^bc ^a\c abc^ 

"■^^"IjT' ^'""4^' ""'""4:?;' '**""4^ 
bekannt siad. 

Man versuche noch ganz allgemein folgende Beziehungen 
zu beweisen: 

Jede Kante eines Tetraeders wird von der 
Ebene, die den gegenüberliegenden Flächenwinkel 
halbiert, im Verhältnis der Flächen geteilt, welche 
diesen Winkel einschliefsen. (Gerg. Annalen, HI, 
Seite 317.) 

Gehen von einem Punkte P die Strecken a, &, c 
aus (Kanten eines Parallelflachs), dessen Resultante 
(Diagonale) d sei, und ist s eine beliebig im Baum 
liegende Strecke, so ist 

T(a, s) + T{b, s) + T{c, s) = T{d, s) . 

Hier bedeuten die T die Inhalte von Tetraedern, die sich 
aus den Endpunkten der beigeschriebenen Strecken ergeben. 
(Möbius, Statik, 63.) Dabei ist allerdings der Sinn des 
Tetraeders zu beachten, der positiv oder negativ sein kann« 
Ist z. B. AB CD ein Tetraeder, so denke man sich AB 
über B hinaus verlängert und sich selbst in diese Verlänge- 
rung gestellt, so, dafs die Füfse jB entsprechen, unter sich 
hat man dann die Linie BC, auf welche CD folgt. Je 
nachdem nun die Bewegung in der Richtung CD links- 
drehend oder rechtsdrehend erscheint, kann man das Te- 
traeder als links- oder rechtsdrehend bezeichnen. Nennt 
man den ersteren Sinn positiv, so ist der andere als negativ 
zu betrachten. Dies gut dann auch vom Inhalte. — Durch 
konsequentes Festhalten dieser Definition, die sich im bary- 
centrischen Kalkül (19) befindet, hat Möbius die Poly- 
edrometrie streng begründet imd der Stereometrie bedeutungs- 
volle Anregungen gegeben. — 

Zu zwei kongruenten Tetraedern (die also von 
demselben Sinne sind) ABCD und A^B^C^D^ giebt 
es eine Achse jp, für welche die durch (J., p, J.^), 
(J5, py B^y . . . bezeichneten Flächenwinkel einander 

16* 
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gleich sind, ebenso auch die Normalprojektionen der 
Strecken AA^, BB^ usw. auf p in den Längen über- 
einstimmen. 

Diese Achse ist von Euler bei der Untersuchung der 
Beweenn^: eines starren Körpers entdeckt worden, und zWar 
nicht nufför Tetraeder, sondern überhaupt fnr kongruente 
Baumgebilde. Vgl. Nov. Comm. Petrop. XX, Seite 199, 
Theoria motus corporum sölidorum, 978. Die augenblick- 
liche Drehungsachse {axe instance) eines bewegten Körpers 
spielt in der Kinematik eine bedeutungsvolle Eolle. Sie war 
zuerst von D^Alembert 1749 für unendlich nahe, auf- 
einanderfolgende Lagen bemerkt worden. Vgl. Free, des 
iquinooceSy Seite 83. Dreht sich das erste Gebilde um die 
Achse py imd zwar um den Winkel ApA^^y so werden beide 
Gebilde perspektivisch. Man untersuche noch, was geschieht, 
wenn der Drehungswinkel um weitere 180^ wächst. 

Zum Beweise des Satzes gehe man davon aus, ihn zu- 
nächst für gleiche und ähnliche Dreiecke im Baume zu 
beweisen. — Auch für Tetraeder entgegengesetzten Sinnes 
läTst sich ein gewisser Satz aussprechen. 

Erwähnenswert ist noch folgender Satz von Bobillier 
in Lafremoires Sammlung, Gerg. Annalen I, Seite 362: 
Wenn eine Ebene zwei Gegenkanten eines Tetra- 
eders halbiert, so halbiert sie auch den Inhalt des 
Körpers. 

f/) Halbierung dei Tetraeders durch hyperbolisdhe Faraboloide. 

346) Die Halbierung des Tetraeders durch das hyper- 
boUsche Paraboloid, wobei zwei Halbtetraeder entstehen, ist 
von Wichtigkeit für die Lehre von den allgemeinsten Pris- 
matoiden. Da jedesmal zwei Gegenkanten frei bleiben, d. h. 
nicht auf der krummen Fläche liegen, so sind drei solche 
Teilungen möglich. 

Die drei Fälle sind in den Figg. 72, 73, 74 dargestellt 
Auf jeder krummen Fläche sind die beiden Scharen von 
Geraden gezeichnet, die auf ihr liegen. Verlängert man 
für jeden Einzelfall die Geraden beider Scharen, 
so Schattieren sie dieselbe Parabel aus, die krumm- 
linige Kontur der Fläche in der Projektions- 
zeichnüng. 
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Folglich: Teilt man von den sechs Seiten des ebenen 
vollständigen Vierecks jedes Gegenpaar in dieselbe Anzahl 
von Teilen ein und verbindet man die gleichzahligen Punkte 




Fig. 72. 



Fig. 73. 



der Gegenseiten miteinander^ was auf zweierlei Art geschehen 
kann (vgl. ÄÄ^ und BB^ in den Figg. 72 und 73), so 
werden drei Parabeln ausschattiert. Im Baume wird das 
Tetraeder durch jede dieser Flächen genau halbiert. 

Modell: Man verbinde zwei in gleiche Teile geteilten 
Stäbe durch Gummifaden. Bringt man die Stäbe in ge- 
kreuzte Lagen, so entstehen die besprochenen Flächen. 

347) Je zwei der das Tetraeder teilenden Flächen 
schneiden sich in zwei geraden Linien, den ihnen 
gemeinschaftlichen Gegenkanten des Tetraeders, 
aufserdem haben sie eine der kantenhalbierenden 
Transversalen (c« oder e^ oder Cc) gemein, diejenige 
nämlich, die den gemeinschaftlichen Gegenkanten 
angehört So schneiden sich die Flächen 1) und 2) in 
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AA^y BB^ und A^B^""), die Flächen 2) und 3) in A^B, 
AB^ und DEy die Flächen 3) und 1) in A^A^, AB und CC^. 

Die in jedem Punkte 
eines der Paraboloide sich 
treffenden Geraden geben 
die Tangentialebene für 
diesen Punkt. Folglich: 
Die Flächen des ersten 
und zweiten Falles 
haben in Jl^ und ebenso 
in B^ gemeinschaftliche 
Tangentialebenen. Ent- 
sprechendes findet in den 
anderen Fällen statt. Nach 
diesen Bemerkungen ist es 
leicht, das gegenseitige 
Durchdringen je zweier 
solcher Flächen oder aller 
drei durch Zeichnung zu 
veranschaulichen. 

Zwei einfache Hyper- 
boloide, die ebenfalls am 
Tetraeder auftreten, werden 
im nächsten Abschnitte be- 
Fig. 74. handelt. 

1^) Über die Hohen des Tetraeders und die mit ihnen zu- 
sammenhängenden Hyperboloide. 8 t einer sehe Sätse. 

348) Legt man durch drei von derselben Ecke aus- 
gehende Kanten des Tetraeders Ebenen normal zu den 
Gegenflächen, so schneiden sich diese nach § 294 in einer 
Geraden. Drei der Höhen des Körpers liegen in diesen 
Ebenen, schneiden also die genannte Gerade, ohne im all- 
gemeinen einander selbst zu schneiden. Kreuzen die Höhen 
einander, so geht jene Gerade doch durch sämtliche vier 
Höhen, denn ihr Ausgangspunkt liegt auf der vierten. Also: 

Von jeder Ecke des Tetraeders aus läfst sich 
eine Gerade durch sämtliche Höhen legen. 




*) A^B^ ist in Figar 72 ans Gründen der Dentlichkeit weg- 
gelassen, kann aber, genan so wie in Figur 73, eingetragen werden. 
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Man hat jetzt vier Gerade hj^, h^, h^, Jia und vier 
Gerade gfi, gfg, g^y g^^, welche die in Bd. I, § 411b ent- 
wickelten Eigenschaften haben^ so dafs folgendes stattfindet: 

Schneiden die Höhen h^j h^y h^, h^ einander nichts 
so schneiden auch die Geraden gTi, ^Tg, g^y g^ ein- 
ander nichts jede Gerade g aber schneidet sämtliche 
Geraden ä und jedes Ä schneidet sämtliche g. Dabei 
zeigen die vier Schnittpunkte auf jedem h dasselbe 
Doppelverhältnis, ebenso die vier Schnittpunkte auf 
jedem g. Wird also z. B. eins der h harmonisch geteüt, 
so werden alle harmonisch geteüt. Man kann also von einer 
Projektion mit Hilfe der Strahlen g reden, die gewisser- 
mafsen von einem imaginären Durchschnittspunkte ausgehen, 
und bei dieser Prcjltion bleiben, wie bei der Zentral- 
Projektion, die Doppelverhältnisse erhalten. Von jedem 
Punkte jedes (ins Unendliche verlängerten) Ä aus 
läfst sich eine Gerade g^ durch sämtliche h legen, 
von jedem Punkte jedes g aus eine Gerade h^ durch 
sämtliche g. Keiner der unendlich zahlreichen 
Strahlen Ä„ schneidet einen der Gruppe Ä„, jeder 
aber schneidet sämtliche der Gruppe g^* Keiner 
der Gruppe gn schneidet einen der g^^ jeder aber 
schneidet sämtliche der Gruppe hn. Auch dabei 
bleiben die Doppelverhältnisse erhalten. Die beiden 
so entstehenden Strahlenscharen bilden eine krumme Ober- 
fläche, die im AnschluTs an die in Bd. I gegebene Be- 
trachtung als einfaches Hyperboloid bezeichnet 
werden soll. 

349) Dieses Hyperboloid kann im Sonderfalle die Ge- 
stalt zweier einander schneidender Ebenen annehmen, oder 
auch die eines Kegels. Dies giebt zu folgenden Betrachtungen 
Anlafs: Schneiden sich zwei der Höhen, z. B. h^ und A4, so 
bestimmen sie eine Ebene, in der auch die Geraden g^ und 
g^ liegen. Da nun die anderen Höhen nicht in dieser Ebene 
liegen, so müssen, da das Gesamtgebilde ein Hyperboloid 
bleiben soll, auch diese in einer Ebene liegen. Elementar 
ergiebt sich dies auch so: Schneiden einander \ und A4, so 
liegen g^ und g^ in der dadurch bestimmten Ebene. Mit der 
letzteren hat A^ nur einen Schnittpunkt gemein, es kann also 
von g^ und g^ nur in diesem getroficn werden, d. h. gf^ und g^ 
schneiden einander im Schnittpunkte von Äg mit der von h^ 
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und %4 gebildeten Ebene. Dasselbe gilt von h^; da aber g^^ 
und g^ nur einen Schnittpunkt haben, muTs hg mit h^ zugleich 
durch diesen gehen. Folglich schneiden sich auch h^ und h^ 
und bilden eine Ebene, in der g^ und ^3 liegen« Durch den 
Schnittpunkt von g^ und ^3 gehen nun auch h^^ und h^. 
Die Verbindungslinie der Schnittpunkte von g^^j g^, A3, A4 
einerseits und Ä^, Ä^, gs, g4^ anderseits ist die SchnittHnie 
der beiden besprochenen Ebenen. Also gilt der Satz: 

Schneiden einander zwei der Tetraederhöhen, 
so schneiden einander auch die beiden anderen, 

ebenso schneiden 
sich die zu den 
beiden ersten ge- 
hörigen Geraden g 
im Schnittpunkte 
der beiden letzten 
hy und die zu den 
letzteren gehörigen 
g im Schnittpunkte 
der beiden ersten^. 
350) Der zweite 
Sonderfall eigiebt sich 
hieraus als selbstver- 
ständlich: 

Schneiden ein- 
ander drei der Te- 
traederhöhen in 
einem Punkte, so 
geht auch die vierte 
durch diesenPunkt 
und die g fallen mit den h zusammen. Das Hyper- 
boloid geht also in einen Kegel über. 

(Diese Sätze rühren von Steiner her (Werke I, Seite 128 
und Seite 454) und sind von ihm ohne Beweis mitgeteilt. 
Er selbst bemerkt an letzterer Stelle, dafs er ursprünglich 
den Fall der eiaander schneidenden Ebenen übersehen hatte.) 
351) Steiner fordert auf, zu diesem Satze den zu- 
geordneten reciprokenSatz auszusprechen. Dies soll jetzt 
geschehen. (Vgl. Fig. 75.) 

Von jedem Punkte ^ einer Kugelfläche aus läfst sich 
auf jede ihrer Schnittebenen P ein Lot h fällen. Bildet 




Fig. 75. 
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man an der Kugel das Polargebilde zu ^y h und P, so geht ^ 
in die zugehörige Tangentialebene ^ß' über, P in die Spitze 
P' des zur Sclmittfläche P gehörigen Tangentialkegels. Der 
Durchmesser P'M und das Lot Ä schneiden sich im un- 
endlich fernen Punkte von P'Jf, dessen Polargebilde der 
zu P'M normale Hauptschnitt H der Kugel ist. Der Ver- 
bindungslinie h des Punktes ^ mit dem unendlich fernen 
Punkte von P' entspricht die Schnittlinie Ä' der Tangential- 
ebene $ß' und des Hauptschnittes H. Die durch ä' und P' 
bestimmte Ebene Q' endlich ist die Polare des Punktes Q 
von Lot Ä. 

Bezeichnet man den Hauptschnitt H als den zum Punkte 
P' gehörigen Hauptschnitt, so folgt: 

Jede Tangentialebene einer Kugel hat mit dem zu einem 
aufserhalb liegenden Punkte P' gehörigen Hauptschnitte stets 
eine Schnittlinie h' gemein; das so entstehende Gebilde ist 
das Polargebilde zu dem besprochenen Lote ^Q zu einem 
Schnitte P. 

Aus dem Höhensatze folgt nun reciprok für das Tetra- 
eder Folgendes: 

Zu jeder Ecke des Tetraeders gehört ein Haupt- 
schnitt der einbeschriebenen Kugel*), der die Gegen- 
fläche der Ecke in einer Geraden h' schneidet. Die 
vier Geraden hi, hiy hi, hi schneiden einander im 
allgemeinen nicht (haben keine Ebene gemein), in 
jeder Tetraederfläche aber befindet sich eine Gerade 
g', welche sämtliche Ä' schneidet Die Geraden g' 
und h' haben dieselben Eigenschaften, wie die 
Höhen und die Schnittlinien g, liegen also im all- 
gemeinen auf einem Hyperboloide. 

352) Dem Leser bleibe es überlassen, die Sonderfälle 
zu behandeln und Sätze wie folgenden zu beweisen. 

Liegen die Tetraederkanten a', 6', c, in der 
Tetraederfläche ^ßi, so liegen die Schnittpunkte der 
Geradenpaare a',Ä[, y,hi, c\hi in der Geraden gi. 
Danach sind die Geraden g' leieht festzulegen. 



"*) Man kann jetzt die Engel beiseite lassen nnd von der Normal- 
ebene zn den Schnittlinien der Winkelhalbierenden Ebenen in ihrem 
Schnittponkte sprechen. 
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Man kann die Betrachtang unter 351 wiederholen, indem 
man zu dem Tetraeder mit den Höhen mittels der ein- 
beschriebenen Kugel das Polargebüde konstruiert, so dafs man 
einen entsprechenden Satz über die umbeschriebene Kugel er- 
hält; auch kann man von einer der sieben anderen Berührungs- 
kugeln ausgehen. Abbildung mit Hilfe der einbeschriebenen 
Kugel führt auf ein Tetraeder, welches den Mittelpunkt ein- 
schUerst, Abbildung mit Hilfe einer der sieben anderen giebt 
ein Tetraeder, welches den Kugelmittelpunkt ausschlieist. 
Umgekehrt findet Entsprechendes statt und so erkennt man 
die Gleichberechtigung aller Kugeln. 

über die Höhen des Tetraeders vergleiche man Steiner: 
Grell. Journal H, Seite 97 und die „Systematische En1>- 
Wickelung" Seite 316; Hermes: Grell. Jomal 56, Seite 241. 
Weitere Eigenschaften entdeckte Joachimsthal, Grunerts 
Archiv 32, Seite 109. Die von Steiner gegebenen Eigen- 
schaften sind auch in seinen von Geiser und Schröter 
herausgegebenen Vorlesungen besprochen. L'Huilier be- 
handelt das Tetraeder, bei dem ein Paar gegenüberliegender 
Kanten einen rechten Winkel als Kreuzungswinkel hat. Für 
diesen Sonderfall liegen die Hohen paarweise in Ebenen, die 
zu einander normal sind. Der Satz ist umkehrbar. Man 
vergleiche dazu noch Ferriot, Gerg. Annalen II, Seite 133, 
Feuerbach: die dreieckige Pyramide, van 8 winden (Jacobi), 
Seite 453. Kreuzen sich alle Gegenkanten eines Tetraeders 
rechtwioklig, so sind die drei Mittelparallelogramme Recht- 
ecke, ihre Diagonalen also einander gleich, d. ii. die Kanten- 
mittellinien von gleicher Lange. Die Höhen gehen dann 
durch einen Punkt; ihre Fufspunkte, die Schwerpunkte der 
vier Seitenflächen, die vier Punkte, welche die oberen Höhen- 
abschnitte vom Schnittpunkte aus im Verhältnis 1 : 2 teüen, 
geben zwölf Punkte, die auf einer Kugel liegen. Der Radius 
dieser Kugel ist der dritte Teil von dem der umbeschriebenen 
Kugel. Teilt man die Verbiadungslinie des Höhenschnittpunkts 
mit dem Mittelpunkte der umbeschriebenen Kugel im Verhältnis 
1:2, so findet man den Mittelpunkt der ersteren KugeL 
Diese kann man, weil sie in mehrfacher Hinsicht dem 
Feuerbachschen Kreise entspricht, als die Feuer- 
bachsche Kugel eines solchen Tetraders bezeichnen. Der 
Satz rührt von H. Vogt her (vgl. Kommerell-Hauck, 8*® Aufl. 
Seite 184). 
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i) Bemerkungen über Beoiprooitat am Tetraeder. 

353) Bildet man das reciproke Gebilde zu einem Tetra- 
eder mit den Halbierenden der Gegenkanten ta, tbf U gegen 
die mnbeschriebene Kugel, so entsteht zunächst ein der 
Kugel umbeschriebenes Tetraeder. Dem Halbierungspunkte 
E der Kante a entspricht die den Augenwinkel i^ der 
Kante a' halbierende Ebene E\ dem Halbierungspunkte F 
der Gegenkante % die den Aufsenwinkel an der Kante ai 
halbierende Ebene F\ Der Geraden EF==ta entspricht 
der Schnitt ti der Ebenen JS?' und F. Dem Halbierungs- 
pnnkte S entspricht die vierte harmonische Ebene zu E' und F' 
und (taf M), die reciproke Ebene des Schwerpunkts. 

Büdet man ebenso die Geraden ti und tcy die zu ta und 
tj, reciprok sind, so liegen diese ebenfalls in der dem Schwer- 
punkt reciproken Ebene. Also: Die Ebenenpaare, die 
den Aufsenwinkel an je zwei Gegenkanten des 
Tetraders halbieren, schneiden sich in drei Geraden 
tif fb und tc, die iii einer Ebene liegen. Diese Ebene 
giebt für jede Schnittlinie t' die vierte harmonische 
zu den beiden Winkelhalbierenden Ebenen durch f 
und die durch den Mittelpunkt der einbeschriebenen 
Kugel und f gelegte Ebene. Jene Ebene ist reciprok 
dem Schwerpunkte des reciproken Tetraeders. 

In dieser Ebene liegen also auch die schon in Bd. I 
besprochenen Geraden, die den Mittellinien %, m2, mg, m^ 
des reciproken Tetraeders reciprok sind. Man versuche über 
die Ebene und die sechs in ihr liegenden Geraden einfache 
Sätze abzuleiten, die z. B. mit den harmonischen Teilungen 
der Geraden t durch S und die Verbinduneslinie der Fufs- 
punkte zweier anderen « zusammenhängen. 

Entsprechende Sätze folgen, wenn man eine der acht 
Berührungskugeln als abbildende Kugel für die Konstruktion 
des Polargebildes benutzt. Dabei ergeben sich wiederum 
alle Berührungskugeln als gleichberechtigt. 

IV. Pyramide, Pyramidenstumpf, Obelisk und einige 
ihnen entsprechende krummflächig begrenzte Körper. 

a) Pyramide. 

354) Nach Bd. I, § 237 ist der Inhalt jeder Pyramide 
gegeben durch 
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h 



J^O 



3* 




Hier ist G die Grundfläche, h die Höhe. Liegt die Spitze 

senkrecht über dem Punkte H der 
Grundfläche, und kennt man die 
Grundkanten a^y a^y a^ . . . und ihre 
Entfernungen e^y eg, ^ • • • von H, 
so ist 

die Summe der Seitenflächen ist 

^F^ i kfeJ + A' + a^^/^ + h^ + ...], 

die Oberfläche ist also = 6r + 2 F. Auch die Elanten- 
summe ist leicht zu berechnen. Der Schwerpunkt des 
Körpers liegt, wie aus Cavalieris Prinzip folgt, wie bei 

der dreiseitigen Pyramide in der Höhe Ä, =» j über der 

Grundfläche. Man suche auch die einfachen Formeln für 
die Schwerpunktshöhen des Mantels, der Oberfläche, der 
Kanten und der Eckpunkte aufzustellen. 

Ist die Pyramide fünfkantig, so hat sie stets einen ein- 
beschriebenen und einen umbescbüdebenen Kegel, deren Grund- 
flächen Kegelschnitte sind. Die betrefienden Au%aben sind 
mehr von geometrischem, als stereometrischem Interesse. 

ß) Pyramiden- und Kegelstumpf. 

355) Für den Stumpf des senkrechten Kreiskegels war 
in § 259 des ersten Bandes die Formel 



J-=^(r! + r,r,+rS) 



-2^ 



nachgewiesen. Setzt man hier :t in die Klammer, so wird 



oder 
2) 



«7"= ö {r\n + TiV^n + r\n) 



j- J {Gl + y^^ + Gi)' 
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Hier sind Gi und G^ die beiden Grundflächen des Stumpfes, 
h dessen Höhe. Der Schwerpunkt liegt nach Nr. 151 
Formel 10 in der Höhe 



3) 



* 4 G. + yä^G^ + G, 
Hat nun ein beliebig gestalteter Kegel oder eine Pyra- 



mide mit dem senkrechten Kreiskegel 
dieselbe Grundflache Gj^^ und dieselbe 
Höhe hl, so haben sie in beliebiger 
Höhe A B A]^ — %2 denselben Quer- 
schnitt 



-)* 




Fig. 77. 



denn bei samtlichen ist der Querschnitt 

proportional dem Quadrate des Ab- 

standes von der Spitze. Demnach haben 

samtliche bis zu beUebiger Höhe h = hi — h^ denselben 

Inhalt. Formel 2) ist also auch die Formel für 

jeden abgestumpften Kegel und jede abgestumpfte 

Pyramide. 

Nun kann aber die Wurzel 
ein doppeltes Vorzeichen haben. 
Dies stimmt damit überein, dafs 
für 6r^, 6r, und h stets zwei 
Pyramiden bezw. Kegel möglich 
sind. Im oben besprochenen Falle 
sind die ahnlichen Grundflächen 
ähnlich liegende , so dafs die 
Spitze der ergänzten Pyramide 
ihr äufserer Ähnlichkeitspunkt 
ist. Im anderen Falle liegen 
die Grundflächen entgegengesetzt 
ähnlich, und die Spitze der Pyra- 
mide fällt zwischen beide Flächen. 

Fa&t man beim Kreiskegel im zweiten Falle r^f r^y ^ 
xmd \ als positiv auf, so geht die Formel über in 

nh 




Jx 



2 



2\ 



(n — ^1^2 + Ti), 
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die für die Pyramide in 

3)* «^i = ^(öi-yG~G- + ö,). 

Die InhaltBsmnme beider Arten von Stumpfen ist dann 

die Differenz dagegen 

c/g = J — «'i = 3 J^YG^G^. 

356) [Bei allgemeiner Auffassung aber gilt die Kegelformel 
des ersten Falles auch für den zweiten. Fafst man nänJich 
r^ und \ als positiv^ dagegen r^ und h^ als negativ auf, so 
vrtrd in 

J^ = ^{rl + r,r,+rl) 

der zweite Posten von selbst negativ. Die Formel geht 
wie vorher über in 

=^ I {^Ih — ^l K) + 1 (*1^1^2 + Äl ^2 — Ä« ^1^2 — h^\)' 

Dabei ist, wie im ersten Falle r^ : rg = Ä^ : Äg, also 



so dafs hj^Tj^r^ zu 

wird, %2^i^s dagegen zu 

Ä2r5r2T^ = Äirl. 

Die zweite TCIammer wird also gleich Null und es bleibt 
stehen: 

Ji == ^ (rlh — rlh^), 

wo jedoch der zweite Posten positiv ist, so dafs man die 
beiden Pyramiden erhält. 
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Ebenso enthalt dann 

beide Fälle, denn die Wurzel kann sowohl positiv als aach 
negativ auj^fafst werden. Beide Grundflächen werden in 
demselben Sinne durchlaufen, sind also beide als positiv 
au&ufassen. Bei anderer Auffassung würde die Wurzel 
imaginär werden.] 

357) Die Mantelfläche war für den Stumpf des senk- 
rechten Kreiskegels in Bd. I, § 259 als 

berechnet. In ähnlicher Weise ist für den Stumpf der senk- 
rechten regelmäfsigen Pyramide 

2 

Ist jedoch der Ereiskegel schief und die Pyramide un- 
regelmäfsig, so hört diese Einfachheit auf, z. B. auch bei 
regelmäTsiger Grundfläche aber schiefer Mittellinie. Darauf 
soll hier nicht eingegangen werden. 

358) Eine andere Inhaltsformel für den Stumpf 
der dreiseitigen 



Pyramide. 

Um einfach auf 
den Koppeschen Satz 
vom Obelisken über- 
zuleiten, werde am 
Stumpf der dreiseitigen 
Pyramide folgende Be- 
trachtung gemacht. 
/\Ä^B^C^^M sei 
die Querschnittsfläche 
in halber Höhe. Legt 
man durch eine ihrer ^ 
Ecken, z. B. durch Ä^ 
Parallele zu den 
Kanten C C^ und BB^ 
bis zu den beiden 



--^^ 
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Grundflächen, so entstehen inhaltsgleiche (zu einander sym- 
metrische) Pyramiden (ADE)A^ und (A^Dy^E^A^. Legt 
man femer durch B^ eine Parallele FF^ zu CC^, so ent- 
stehen zwei inhaltsgleiche Dachkorper mit der gemeinsamen 
Schneide A^B^ und den kongruenten Grundflachen DEBF 
und D^Ey^B^F^. 

Der untere Teil des Pyramidenstumpfes ist ein Prisma 
über l\ CDF oder /\^C^A^B^=^ M von der Höhe ^ ver- 
mehrt um einen Dachkörper über DEBF und um eine 
Pyramide über ADE=^N von derselben Höhe. 

Der obere Teil des Stumpfes ist ein ebenso grofses 
Prisma, vermehrt um eine ebenso grofse Pyramide und ver- 
mindert um einen ebenso grofsen Dachkörper. 

Der ganze Stumpf ist also gleich einem Prisma über 
CDF von der Höhe h, vermehrt um die beiden genannten 
Pyramiden; denn die Dachkörper heben sich weg. Es ist also: 

oder: 

4) J^h{M+^. 

Dabei ist im Mittelschnitt die Seite a^ « — ^, b, — — ^^, 
e^ » — ^-^ , dagegen haben die ]ffilfspyramideQ als Kanten 
der Grundflachen Og« — ^r-^, 63 = — jr-^, Cg« — 5--^; denn 

es ist tB. ÄD = AC—A,Cfb — ^^^ = ^^^. 

359) Man mache jetzt dasselbe für den Fall, dafs die 
ähnlichen Grundflächen entgegengesetzt liegen, die Spitze P 
also zwischen beiden liegt. Der untere (gröfsere) Teil des 
Stumpfes besteht dann aus Prisma über M^ + Pyramide 
über 'N^ + Dachköroer über DEBF; der obere aus Prisma 
-|- Pyramide — Dachkörper über denselben Flächen. Man 
erhält also, wie vorher: 

5) Ji = Ä(jMi + ^). 



Pyramide, PTramideDstamp^ Obeliik etc. 257 



Jetzt aber ist 3£, = N, denn die Seiteo sind 



1^ 



fe— 61 

2 ' 2 

deon es ist z. B.: 

AD-AC—CD 
t _ i, t -I- 1, 



2 
und ebenso ist if^ = M, denn die Seiten 



6—- ^ 

F3r 5) lälst eich also 



r 

iJso 

r Inhalt 
yramide at 
weder: 



ÄIbo ist der Inhalt einer 
dreiseitägen Pyramide aas G, 
G^ and h entweder: 



je nachdem die Grundflächen ähnlich oder entgegengesetzt 
ähnlich liegen. Dahei bestimmen sich M und N aas 

e:J|f_„.:(fL+^)' bezw. a:N-a':[^)', 

SO daTs: 

M: JV- (a + Ol)» : (« — oj» 
ist. 

}>) KoppeB SatB TOD den 01>»IiBl»n 
and die BimpsonBOhe Begel fär dl« l«tster«n. 
360) Unter Obelisk soll ein Polyeder mit zwei parallelen 
Grundflächen verstanden werden, bei dem die Seiten der 
einen der Reihe nach parallel zu denen der andern sind. 
Die Seitenzahl ist also im allgemeinen bei beiden dieselbe, 
und die Seitenflächen sind im allgemeinen ebene Trapeze. 
Wird in einer der Grundflächen eine Seite gleich Null, so 
17 
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tritt an Stelle de8 Trapeses ein Dreieck. Sind die Grund- 
flächen ähnlich, so entsteht ein Pyramidenstumpf. 

Aach hier mo/B man zwei Fälle unterscheiden, denn 
die parallelen Kantenpaare eind entweder sämtlich gleich 
gerichtet oder sämtlich entgegengesetzt gerichtet. Ea 
wird sich zeigen, dafs man in dem einen Falle stets auf die 
Formel Ö), im andern stets auf die Formel 5*) kommt. Der 
Beweis soll so gefuhrt werden, daTs die Grundflächen zu- 
nächst Vierecke, dann Fünfecke usw. sind. 



361) Gründliche ein Viereck. ÄSCD und Ä^B^CiDi 
seien Vierecke in horizontalen (allgemein in parallelen) Ebenen 
mit parallelen und gleich gerichteten Kanten \aa willkürUcher 

Länge. Der in der Höhe ^ gefiihrte Horizontalschnitt A^ B^ C^Dg 

"iiabe den Inhalt M. Sind a, b, c, d die Kirnten der unteren, 
fix, \, c^, dl die Kanten der oheren Grundfläche, so hat JU 

di» Kmlea ^±i, L+i, 1 + ^, i+4. Die emandet 

entsprechenden Winkel der drei Flächen stimmen öbereiQ. 
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Verlängert man AB und CD bis zum Schnitte JE7, 
A^B^ und (?iDi bis zum Schnitte H^^y und verbindet man 
JSi mit JE, so schneiden sich A^B^ und C^D^ in dem 
Punkte E^ dieser Geraden. Durch E^ lege man Parallele 
zu den Seitenkanten bis zur Grundfläche^ dann erhält man 
die Fläche A^BgC^D^j deren Inhalt N sei. Es wird be- 
hauptet^ der Inhalt des Obelisken sei 



J^h 



(--¥)■ 



Beweis. Da /\BCE o:> /^B^C^E^, so ist durch 
diese Flächen ein dreikantiger Pyramidenstumpf bestimmt. 
Setzt man die Fläche B^C^E^ gleich M\ B^C^E^N% 
so hat der Stumpf den Inhalt 



j'^n[M-^^). 



Auch die Dreiecke ADE und A^D^E^ sind ähnlich. Der 
entsprechende Pyramidenstumpf hat, wenn msj^A^D^E^^^^M", 
A^D^E^ = N" setzt, den Inhalt 



'// 



*(*'+4-i- 



Der Inlialt des durch AB CD und ÄyB-^^C^D^ bestimmten 
Obelisken ist also: 



J=J'-^J"=h 



{M'~- M") + 



(-+D- 



WörÜich ebenso lautet der Beweis für den Fall entgegen- 
gesetzt gerichteter Seiten. Man erhält: 



J, = h[M, + ^). 



Nach dem über die Pyramide Gesagten ist aber auch hier 
Jfi = J\r und JVi = Jf. 

In beiden Fallen erhält man also je eine von den 
Formeln: 

6) J^h{M+^, J,^h{N+^. 

362) Fünfeck. Ist ABCDE die eine Grundfläche, 
so verlängere man z. B. die beiden an AE stofsenden 

17* 
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Seiten AB und EDy so dafs ein Erganzungsdreieck AEF 
entsteht. Ebenso mache man es mit der andern Grundfläche. 

Der Satz gilt dann von dem 
Obelisken über dem Viereck BCDF 
und von dem Pyramidenstumpf 
über AEFy also durch Subtraktion 
von dem Obelisken über dem 
Fünfeck. 

Ebenso gilt der Satz vom 

^^ 6-Eck, 7-Eck usw. als Grundflache 

des Obelisken^ und zwar sowohl 

für gleich gerichtete, als auch für 

entgegengesetzt gerichtete Seiten. 

363) Die Mittelschnitte für beide Arten von 
Obelisken. Sind ti, m,, ti^, Um die Umfange der beiden 
Grundflächen und der Mittelschnitte M und N, so ist: 

7) 2w,„=«Mi+«2, 2Mh = Mi — ti^, 

wie sich aus den Seiten — ^^ , — ^r— ^ , . . . bezw. — K—^y 

6 — 6, ^ ^ ^ 

— jr-^y ... leicht ergiebt. Parallelverschiebung der 

einen Grundfläche in ihrer Ebene ändert die For- 
meln nicht. 

Sind die Grundflächen TJ und V^ n-Ecke, von denen 
n — 1 Seiten a, b, c . . . bezw. o^, 6^, q . . . und die von 
diesen aufeinanderfolgend gebildeten (n — 2) Winkel a, ß, y ... 
. . . bezw. a^, ß^, y^ ... bekannt sind, so sind die Inhalte 
von TJ und ZJ^ und die von M und N leicht zu berechnen. 

364) Sind z. B. vom Sechseck ABCDEF die Seiten 
a, 6, c, d, e und die Winkel a, ß, y, 6 bekannt, so ergiebt 
sich als doppelter Inhalt: 

2 J^ = a6 sin a + 6c sin )8 + crf sin y + de sin d 

— ac sin(a + ß) — hd mi(ß + y) — ce sin(y + 6) 
+ ad sin(a -\- ß + y) + ^6 Qm(ß + y + S) 

— ae sin(a + ß + y + S)- 

Bedenkt man, dafs a und c, 6 und d usw. die Winkel 
{a + ß — 180^), (ß + y— 180^), . . . miteinander bilden. 
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a und d die Winkel (a + )8 + 7 — 360®), ebenso a. und e 
die Winkel ()8 + y + d — 360**) usw., a und e den Winkel 
{a-\- ß -\- y — 540% so kann man auch schreiben: 

2*7" = dh 8in(a, i&) + &c sin(6, c) + cd sin(c, d) + de sin((i, e) 
+ ac 8in{a, c) + hd sin(6, d) + ce 6m{c, e) 
+ adl sin(a, d) + he sin(fe, c) 
+ ac sin(a, e) . 
Daraus ergiebt sich die einfache Schreibweise: 

2J=^ ÜSpSq Qm(SpSq), 

wo sowohl Sp, als auch Sq der Reihe nach die Werte aller 
gegebenen Seiten annimmt. 

Der Beweis ergiebt sich aus Fig. 76, in der das Vieleck 
AB CT) EI und das verkehrt symmetrische EA^B^C^B^F 
dargestellt ist. Die 
Einteilung der Gesamt- 
figur giebt sämtliche 
möglichen Parallelo- 
granmie aus den ge- 
gebenen Strecken. Jedes / 
der Parallelogran\me (j<^ 
hat einen Inhalt von \ 
der Form SpSq ^m[SpSq), \ 
so dafs der Beweis ge- j 
liefert ist. 1 

Der Satz rührt von D, 
LTIuilier her. (PoZy- 
gonomeirie, S. 8.) Sind 
im gegebenen Vieleck 
die Winkel bei E und F 

oder einer von ihnen stumpf, so greifen die Parallelogramme 
der Einteilung teilweise über die Gesamtfigur hinaus. Dann 
findet aber dort doppelte Bedeckung statt, eine positive 
und eine negative. Der Satz bleibt also bestehen. 

365) Ist nun 

2ü'==a& sin(a, b)+ ... und 2Ui = a^\ sin(ai, 6j) + ... 

so ist: 

2{U+ Di) = (a& + ai6i)sin(a,6)+ ..., 

dagegen ist: 



I ">- 
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8) 2Jlf=i±^^A«in(«,6)+... 

9) 2N== — g-^ — g-^ sm(a, 6) + . . . 

= ^ sm(a, 6) + . . . 

also läfst sich der Inhalt von M und N berechnen. Aufser- 
dem ist: 

2 (Jf + iVl = "^ ^ "^g ''^ ^^ sin (a ,&) + .. , 

Parans folgt: 

10) U+ U,^2{M+N), 

d. h. die Summe der Grundflächen ist doppelt so 
grofs, als die Summe der beiden möglichen Mittel- 
schnitte. Parallelverschiebimg der einen Grundflache in 
ihrer Ebene ändert weder den Inhalt noch den Mittelschnitt 
des Körpers. 

366) Nun ist: 

ll)J^=Ä(jf+|^ = |[2(Jlf+iVl + 4Jlf] = |[C7+?7i+4JfJ, 
und 

Für beide Arten von Obelisken gilt also die 
Newton-Simpsonsche Regel, deren Geltung jedoch 
eine weit allgemeinere ist.*) 

Man merke noch die Formeln: 

13)' J+J,=^h(M+N), 

14) J-J^^^h(M-N), 

die aus den Formeln 6) folgen. 

*) Wird die G-eltung dieser Formel vorausgesetzt, so ergeben 
sich diese Sätze auch ohne die vorangegangene Flächenberechnung. 
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367) [Sind U und U^ ähnlich, so laTst eich leicht 
zeigen y dafs auch M und N ihnen ähnlich sind, denn es 
handelt sich dann um den SondeifSedl der Pyramide. Dabei ist: 

SO dafs aus jeder der Flächen jede der übrigen berechnet 
werden kann, sobald nur a und o^ bekannt sind. SämtUche 
abgeleiteten Formeln gelten auch jetzt, nehmen aber zma 
Teil vereinfachte Gestalt an. Man versuche Formeln solcher 
Art für Pyramiden- und Kegelstumpfe aufeustellen.] 

368) Obeliskische Mantelflächen. Während beim 
Pyramiden- und Kegelstumpf sich sämtliche Seitenkanten in 
demselben Punkte schneiden, schneiden sieh beim Obelisken 
im allgemeinen nur je zwei benachbarte Seitenkanten. Durch 
Abwickelung der Dreiecke bez w. Trapeze des „Mantels" auf die 
Ebene erhält man das Netz des Körpers. Giebt man jedoch 
den beiden Grundflächen unendlich viele Seiten, und soll das 
Gebilde den Charakter des Obelisken behalten, so müssen je 
zwei unendlich benachbarte Seitenkanten sich noch 
immer schneiden, und dies wird erreicht, indem man 
nur solche Kurvenpunkte miteinander verbindet, zu 
denen parallele Tangenten gehören. Dann läfst sich 
die Mantelfläche noch immer auf dieEbene abwickeln. 

Denkt man sich eine bewegliche Ebene an die beiden 
in festen parallelen Ebenen liegenden Grundflächen gelehnt, 
so ist die Verbindungslinie der Berührungspunkte eine Seite 
der Mantelfläche. Die Mantelfläche ist die Umhüllende für 
sämtliche so angelehnten Flächen. Wie aber für je zwei 
Grundflächen stets zwei Obelisken möglich sind, so sind 
auch hier zwei obeliskische Mantelflächen möglich, bei 
gröfserer Anzahl paralleler Tangenten sogar noch mehr. 

Sämtliche der für Obelisken ausgesprochenen 
Sätze bleiben hier bestehen. 

369) Ein Beispiel möge dies erläutern. Die untere Grund- 
fläche des obeliskischen Körpers sei ein aus zwei Cykloiden 
gebildetes Oval*, die obere sei ein Kreis. Ist r der Badius 

*) Sowohl der Inhalt als aach der Umfang eines solchen Ovals 
läfst sich elementar berechnen. Es kommt nur darauf an, die 
wichtigsten Sätze über die Abwickelongslinie (Evolvente) des Poly- 
gons abzuleiten. Die Figur giebt nur den vierten Teil des Ovals an. 
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des erzeugendea Kreises, so Ut der UmfaDe des Ovals 
u = 16r, der des Kreises sei % = 2r,n. In der Figur ist 
vom erEengenden Kreise dut die Hälfte gezeichnet und in 
8 gleiche Teile geteilt. Durch die Teilpunkte sind Horizon- 

tale von den lÄngen 1—, 2-^, 3-^, ... 8-^ gelegt, 
deren Endpunkte die Cjkloidenpunkte geben. Die Tangenten 
in diesen Punkten smd parallel zu den Geraden 1,8, 2,8, 
3,8, 4,8 nsw. Die Abweichungen von der Senkrechten sind 

der Eeihe nach 1:^, 2^, 3^, ...8|^. (Dafe die Tan- 

lo lo lo 10 

genten der Cykloide in den Punkten 1 bis 8 Parallele za 




diesen Geraden sind, läfst sich elementar zeigen. Die Cy- 
kloidenbewegung entsteht, wie die obige Konstruktion zeigt, 
durch Zusammensetzung einer Kreisbew^ong und einer 
gleich grofsen Horizontalbewegung, der Rhombus der Ge- 
schwindigkeiten wird also durch die Tangeute halbiert.) 
Durch 0,1, 0,2, 0,3, . . . erhält man für die Eichtungen der 
Normalen ein dem vorigen kongruentes Strahlenbüschel. 
Bringt man das letztere auch bei M an, d. h. teilt man 
dort den Viertelkreis M^ in acht gleiche Teile ein und ver- 
bindet man die gleichnamigen Punkte der Cykloide und des 
Kreises, so hat man die Projektionen der Seitenlinien des 
gesuchten Mantels. Halbiert man diese, so erhält man Punkte 
des Mittelschnittes M. 
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Der Umfang des neuen Ovals M ist nach den obigen 
Betrachtungen 

Wm = — 2"^ = 8r + r^n, 

also leicht zu berechnen, obwohl die Kurve transscendent ist. 

Verbindet man dagegen die Cykloidenpunkte mit den 
anderen Endpunkten der bei M angedeuteten Durchmesser, 
so findet man ein zweites Oval N, dessen Umfang sich als 

w — % 
Un = — 2"^ = 8r — r^n 

herausstellt. 

Die Flächensumme beider Ovale ist 

M+N= i^^ =. ^^'%+ ^'" ^ I (6r' + rO. 

Es ändert sich nichts, wenn man den Kreis beliebig in der 
Ebene verschiebt. Man findet also auf diesem Wege 
Kurven, deren Rektifikation elementar geschehen kann, während 
die Flächenberechnung nur in gewissen Fällen elementar zu 
erledigen ist. (Bei ebenflächigen Obelisken war die Berech- 
nung der Mittelschnittsflächen möglich.) 

370) [Auch die Krümmungsradien der Ovale sind leicht 
zu berechnen. Die Geraden von o nach den Halbkreispunkten 
1, 2, 3, . . ., 8 sind die halben Krümmungsradien für die gleich- 
namigen Stellen der Cykloide nach Länge und Bichtung, wie 
elementar gezeigt werden kann. An Stelle 3) z. B. ist der 
Krümmungsradius zu berechnen aus: 

1 

2^« . 37r 



= sm 



2r 2« 

als: 

. . 3i7r 
ös^^rsm^— g. 

Bei Einteilung in t^-Teile, wobei n sehr grofs sein soll, hat 

kn 
man an i*®' Stelle ^j = 4r sin ^ . Der Bogen des Kreises 

M zwischen benachbarten Badien ist K = ^f— , bei der 

^ 2n 
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Cykloide ist der entsprechende Bogen bei i von der Gröfse 

oder: 

beim Oval des ersten Mittelscfanittes ist er: 

_ & + &! _ 71 Qk + r^ __ n 
^'~"" 2 ""2w 2 ""2w^"*^ 

demnach ist an der Stelle Tc der Krümmungsradius des 
ersten Ovals: 

_ gjk + ^1 2n 

^'*" 2 "" 2 

Für jede Stelle kann er also elementar berechnet werden. 
Für das andere Oval ist: 

. . h7Z 

Ar sm pi r. 

Qh — r^ 2n 

Qn = — K 



2 2 

Folglich gilt allgemein der Satz: Die Krümmungs- 
radien der Mittelschnitte der beiden obeliskischen 
Mantelflächen sind für jede Seitenlinie durch: 

Q + Qi 
und: 

e~-— 2 — 

gegeben. Der allgemeine Beweis ergiebt sich sehr leicht^ 
da es sich bei allen vier Kurven für je zwei benachbarte 
Geraden der Mantelflache um ähnliche „Sektoren^^ handelt] 
Sind bei einer der Grundflächen mehr als zwei Tan- 
genten eruer Tangente der anderen parallel, so sind mehr 
als zwei Anfangslagen für die angeleimte Ebene möglich. — 
Da sich cykloidische Kurven, Kreisevolventen, gewisse andere 
Evolventen und Evoluten, Spiralen, Parabeln usw. elementar 
rektifizieren lassen, so kann man dem obigen Beispiele noch 
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viele andere anreihen. Auch aus Kurven^ die sich elementar 
hinsichtlich des Inhalts behandeln lassen, wie Kreis^ Kegel- 
schnitte, cyklische Kurven, Sinus -Kurve, logarithmische 
Linie; Kreisevolvente, Parabeln höherer Ordnung, Spiralen usw. 
lassen sich zu elementaren Beispielen heranziehen. 

371) Übergang zum Prismatoid. Wird in einer 
der Grundflächen des Obelisken eine Seite gleich Null, so 
dafs z. B. die eine Grundfladbe Viereck, die andere Dreieck 
wird, so ändert sich am Bestehen der Formeln nichts, nur 
ist für den betreffenden 
Wert Null einzusetzen, 
an Stelle des seitlichen 
Trapezes tritt also ein 
Dreieck. 

Demnach brauchen 
überhaupt parallele 
Seiten nicht vorhanden 
zu sein. So hat z. B. 
in Fig. 85 die eine 
Grundfläche die sicht- 
baren Seiten a, c, d, f, h, ^i 
während i, e, g, i gleich 
Null sind; die andere 
hat 6i, €i9 9if hy während 
«1, Ci, d^, /i, Äi gleich J 

Null sind. Sämtliche ^'^ 

Seitenflächen sind jetzt Dreiecke. Der Körper wird dann 
als ebenflächiges Prismatoid bezeichnet. Von ihm gilt 
sowohl die Formel: 




=IKf) 



als auch die Formel: 



h 



Dais Um == 



u. + W.2 



ist ohne weiteres klar. 



Da jedoch das ebene Prismatoid sich zum windschief 
begrenzten erweitem läist, ist es zweckmäfsiger, es besonders 
zu behandeln und zu zeigen, wie die Obeliskenformeln sich 
als besondere Fälle ergeben. 
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y. Die Prlstnatolde und die mit Ihnen zusammen- 
hängrenden krummflächigen Körper. 



372) Erklärung. Unter einem ebenen Prismatoid ver- 
Bteht man einen Körper, der erstens von zwei parallelen 
Flächen von der Gestalt beliebiger ebener Polygone und 
z\reitenB von Dreiecken umschlossen wird, die durch gerad- 
linige Verbindung der Ecken jener Parallelfläcben gebildet 
sind. Dabei darf der Fall eintreten, dafe Paare benach- 
barter Dreiecke zn ebenen Vierecken werden. Die Parallel- 
flachen werden in der Regel als die Grundflächen des 
Körpers bezeichnet. Hier soll die untere mit Ü, die 
obere mit bezeichnet werden. Der senkrechte Abstand 

_ beider, die Höhe, soll h 

sein. In halber Höhe läist 
sich durch den Körper 
parallel zu den Grund- 
flächen ein Schnitt legen, 
der als Mittelschnitt mit j9f 
bezeichnet werden soll. 

InFig. 86 8ind JBCD 
und EFG die Grund- 
flächen, die man anch als 
Unterschnitt und Ober- 
schnitt bezeichnet. Die 
tüieitenflächen sind 
d lauter Dreiecke. Wäre 

z. B. AB II EF, so würden 
die Dreiecke ABE und 
pj ^ EFB ein ebenes Viereck 

bilden. Der Mittelschnitt 
ist in der Figur das Polygon HIKLMNO, welches ein- 
und ausspringende Winkel haben kann. Sein Umfang ist 
halb 80 grofs, wie die Summe der Umfange der beiden 
Grundflächen. 

373) Die Newton - Simpsonsche Inhaltsformel 
für ebene Prismatoide. Man verbinde einen beliebigen 
Punkt F des Mittelschnitts mit allen Ecken der cbei 
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Parallelschnitte. Dadurch erhält man lauter Pyramiden, die 
leicht zu berechnen sind. So ist die Pyramide: 

1) F(EFG)^\^ = ^-^, 

2) P(^5(7D) = |f = *^, 

P{ABE) = 4 . P{HJE) = 4:E{HJP) = 4^ HJP, 

P{BEF) = 4:P{JKB) = 4:B{JKP) = 4| JKP. 

Fahrt man so mit den seitlichen Pyramiden fort, so erhält 
man als deren Inhaltssmmne : 

h Ah 

3) A^[HJP + JKP-\-... + OHP] = ^M. 

o b 

Als Summe der Posten 1, 2, 3 ergiebt sich der Gesamt- 
inhalt: 



was leicht in Worte zu fassen ist. Diese Inhaltsformel ist 
wieder die Newton-Simpsonsche Kegel. (Steiners 
Beweis, vergl. Werke 11, Seite 312, ist im wesentlichen 
derselbe.) 

374) Das Halbtetraeder und die Newton-Simp- 
sonsche Regel. 

Stellt man ein Tetraeder so auf, dafs die Kanten AB 
und CD horizontal sind, so handelt es sich um ein Prisma- 
toid, dessen Unterschnitt und Oberschnitt zu geraden 
Linien geworden sind, so dafs U=o und = ist.*) Die 
Inhaltsformel geht also über in: 

was mit der früher gefundenen übereinstimmt, nur ist h an 



*) Eine solche Stellang des Tetraeders soll eine prismatoidische 
Stellung heissen. Legt man durch AB eine Parallele zu CD, so 
ist die Grnndebene für diese Stellung gefunden. 
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Stelle von e« bezw. e^ oder eg getreten. Es ist schon 
gezeigt worden, dafs alle Horizontalschnitte Parallelogramme 

sind, deren Seitenpaare parallel 
zu. AB bezw. CD sind. Jeder 
dieser Schnitte wird durch die 
Diagonale, die z. B, vom Schnitte 
mit BD zum Schnitte mit OA 
geht, halbiert Folgen diese 
Schnitte kontinuierlich auf- 
einander, so entsteht eine ge- 
krümmte Fläche, die als hyper- 
boloidische Fläche bezeichnet 
wurde. (Vergl. die Figuren 72, 
73, 74.) Weil jedes der Par- 
allelogramme durch den horizon- 
talen Schnitt mit dieser Fläche, 
d. h. durch die Diagonale, halbiert 
wird, so ist nach Cavalieris 
Prinzip der eine TeU des Körpers 
gleich dem andern. Der von 
den Flächen BDC, CAB 
und dem parabolischen 
Hyperboloid eingeschlos- 
sene Körper ist ein Halb- 
tetrader vom Inhalte: 




Fig. 87. 



2Ä 



J^^[U+0 + AM,]=^ ^ 



M. 



v 



M 



da TJ=o, = und der Mittelschnitt -3^=— ist. 

Das Halbtetraeder gehorcht also der Newton- 
Simpsonschen RegeL 

375) Das allgemeinste Prismatoid, zu dessen 
Seitenflächen auch hyperbolische Paraboloide ge- 
hören und die Newton-Simpsonsche Regel. 

Lafst man in einem Prismatoid eüie „windschiefe" Seiten- 
fläche ABFJE oder ADGE oflFen {AB nicht parallel zu 
EFy oder AD nicht parallel zu EG), legt man lauter Hori- 
zontalschnitte durch den Körper und verbindet man die 
Schnittpunkte der Seitenkanten der windschiefen Flächen 
durch horizontale Gerade, so erhält man schliefslich in jedem 
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windachiefeQ Viereck ein hyperbolischeB Paraboloid als 
Seitenääehe des Prismatoids. Verbindet man F mit A 
(oder E mit B), m 
erhält maa ein Halb- 
tetraeder. Man kann 
sich also denken, von 
dem ebenen Prisma- 
totde mit den Seiten- 
flädien BFA and 
A^F Bei das Halb- 
tetraeder ABFE ab- 
geschnitten. Da nun 
das ebene Prisma der 
Fonnel: 

gehorcht, das al^e- 
schnittene Halbte^a- 
eder der Formel: 

g 4-3^. Flg.88. 

so gehorcht das Prismatoid mit einer windschiefen Fläche 
der Formel: 

J=-|[r+ + 4(3f, — Jlf,)] = |( fr+ 0-h 43f), 

wo il der Mittelfichnitt des Korpers ist. Ebenso ist es 
bei dem Vorhandensein weiterer windschiefer Flächen. 

Die Inhaltsformel fär Prismatoide, deren Seiten- 
flächen sämtlich oder teilweise wiadschief sind, ist 
daher: 

377) Die Heinzesche Nomenklatur für die ver- 
schiedenen Formen der Prismatoide.*) 



iiA-Lnoke: donetiioha StcrMmetrie, Leipii^ 
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Um den groisen ßeichtum von Formen kennen zu 
lernen^ folgt man zweckmäTsigerweise vorläufig der von 
Heinze angestellten Nomenklatur^ die als sehr übersichtlich 
anerkannt werden mufs. 

A) PriBmatoide mit geradlinig begrenmten Qrundflaohen. 

L Die Grundflächen sind kongruente Polygone* 

a) Die zusammengehörigen*) Kanten beider Grund- 
flächen siad parallel^ die Seitenflächen also Paral- 
lelogramme: Prisma. 

b) Die zusammengehörigen Grundkanten sind nicht 
parallel^ alle Seitenflächen sind Dreiecke: 

Antiprisma. 

c) Die zusammeugehöngen Grundkanten sind nicht 
parallel, alle Seitenflächen sind windschief (hyper- 
bol. Paraboloide): Paraprisma. 

d) Die zusammengehörigen Grundkanten sind nicht 
parallel, die Seitenflächen sind teils Dreiecke^ 
teüs windschief: Interprisma. 

n. Die Grundflächen sind ähnliche Polygone. 

a) Die zusammengehörigen Grundkanten sind paraUel, 
die Seitenflächen also Trapeze: 

Pyramidenstutz (dasselbe wie Stumpf). 

b) Die zusammengehörigen Grundkanten sind nicht 
parallel, alle Seitenflächen sind Dreiecke: 

Antipyramidenstutz. 

c) Die zusammengehörigen Grundkanten sind nicht 
parallel, alle Seitenflächen sind windschief: 

Parapyramidenstutz. 

d) Die zusammengehörigen Grundkanten sind nicht 
parallel, die Seitenflächen teils Dreiecke, teils 
windschief: Interpyramidenstutz. 

m. Die Grundflächen sind gleichwinklig, aber 
nicht ähnlich. 

a) Die zusammengehörigen Grundkanten sind parallel, 
die Seitenflächen also Trapeze: Obelisk« 



*) Das Wort zusammengeliörig ist als unerlässlich beizufügen, 
denn die Ghrondkanten kOnnen parallel, die Ecken aber so verbunden 
sein, dass die zasammengehörigen Kanten nicht parallel sind. 
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b) Die zuBauunfingehorigen Grundkanteii emd nicht 
parallel^ alle SeitenflSehen sind Dreiecke: 

Antiobelisk. 

e) Die zusanunengebörigen Grundkanten sind nicht 
parallel^ alle Seitenflächen süid windschief: 

Parnobelisk. 

d) Die zusammengehdrfgen Grundkanten sind nicht 
parallel^ die Seitenflächen teils Dreiecke^ teüs 
windschief: Interobelisk. 

IV. Die Grundflächen sind Polygone, jedoch keiner der 
obigen Beschrankungen unterworfen. In der An- 
zahl der Seiten können beide übereinstimmen oder 
auch verschieden sein: Prismatoide.*) 

V. Eine der Grundflächen ist verschwindend 
klein. 

a) Eine der Grundflacbea i^t eine gerade Linie 
(Schneide). 

a) Schneide parallel einer Grundkante, Seiten- 
flächen teüs Dreiecke, teils Trapeze oder 
Parallelogramme : Keil. 

b) Schneide keiner der Grundkanten parallel, 
alle Seitenflächen Dreiecke: Antikeil. 

c) Schneide keiner Grundfläche parallel, Seiten- 
flächen teils windschief, teils Dreiecke: 

InterkeiL 

ß) Eine Grundfläche ist ein Punkt, alle Seitenflächen 
süid Dreiecke: Pyramide. 

VI. Beide Grundflächen sind verschwindend 
klein, und zwar gerade Linien (Schneiden). 

a) Die Schneiden sind nicht parallel, die Seiten- 
flächen Dreiecke: Tetraeder. 



*) Hier sollte Heinze konseqaeDterweise auch notencheiden 
zwischen folgenden Formen: Ebenes Prismatoid, mit lauter Drei- 
ecken als Seitenflächen, Paraprismatoid, mit lauter windscliiefen 
Flftchen, wobei die Grundflächen in der Seitenzahl Übereinstimmea 
müssen, Interprismatoid mit teils windschiefen teils dreiseitigen 
ebenen Seitenflächen. 

Holzmüller, Stereometrie, n. 18 
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h) Die Schneiden sind nicht parallel^ die Seiten- 
flächen sind eine windschiefe Flache und zwei 
Dreiecke: Halbtetraeder. 

c) Alle fibrigen Fälle führen nicht auf Körper, 
sondern auf Flächen (die Dreieck^ Parallelo- 
gramm^ Trapez^ windschiefe Fläche sein können) 
oder auf die gerade Linie. 

B. Die Qrandflaohen sind krummlinige Figuren.*) 
I. Die Grundflächen sind kongruent. 

a) Alle „Seitenkanten" sind parallel: Cy linder. 

b) Die Seitenkanten suid nicht paraUel: 

Paracylinder.**) 

II. Die Grundflächen sind ähnlich. 

a) Die Seiten treflFen verlängert in einem Punkte 
zusammen: 

Kegelstutz (dasselbe wie Stumpf). 

6) Die verlängerten Seiten kreuzen einander: 

Parakegelstutz.***) 

III. Die Grundflächen sind gleichartig: 

Wanne, f) 

IV. Die Grundflächen sind nicht gleichartig: 

Allgemeines Prismatoid mit 
krummlinigen Grundflächen. 

V. Eine Grundfläche ist verschwindend klein. 

a) Eine Grundfläche ist eine geradlinige Schneide: 

Glocke, tt) 
ß) Eine Grundfläche ist ein Punkt: Kegel. 



*) Heinz 6 hätte noch eine Gruppe betrachten müssen, deren 
Grmidflächen teils geradlinig, teils krummlinig begrenzt sind. 

**) Auch ein Intercylinder kann aufgestellt werden, bei dem Teile 
der Seitenflächen cylindrisch, andere nicht cylindrisch sind. 

***) Auch ein Interkegelstutz kann aufgestellt werden, bei dem 
Teile der Kegelfläche einem Kegel angehören, andere aber nicht. 

f) Heinze nennt als Beispiel Ellipsen mit nicht proportionalen 
Achsen. Jedenfalls ist die obige Ausdrucksweiae unbestimmt. 

ff) Der Fall der krummlinigen Pyramide wird von Heinze aus- 
gelassen, ebenso der Fall zweier krummlinigen Schneiden. 
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377) Bemerkungen. 

Das Heinzesche System ist nach der beigefugten Be- 
merkung durchaus nicht als lückenlos und vollständig zu 
betrachten^ hat jedoch das Verdienst, eine übersichüiche 
Systematik angebahnt zu haben , die im Sinne der An- 
merkungen vollendet werde^ kann. — 

Sämtliche genannten Körper haben als Inhaltsformel die 
Simpsonsche Regel, deren Geltung aber weit über die 
Prismateide hinausreicht. 

Mit Hilfe des Cavalierischen Prinzips kann man aus 
den Prismateiden eine grofse Iteihe von Körpern ableiten, 
auf die erst später übergegangen werden soll. Hierher ge- 
hören die verschiedenen Ellipsoide, einschliefslich der Kugel, 
die mit dem Tetraeder in Prismatoidstellung zusammenhängen, 
sodann die einfachen Hyperboloide, die aus dem Para- 
prismatoid mit regelmäfsiger Grundfläche mit imendlich 
vielen Seiten mittels des obigen Prinzips hervorgehen. Das 
Tetraeder in der genannten Stellmig führt, wemi seine Kanten 
nach oben und unten fortgesetzt werden, mit Hilfe des 
Cavalierischen Prinzips auf die zweifachen Hyperboloide. 
Endlich werden im folgenden Bande noch andere Gestalten 
abgeleitet werden, die bei Heinze nicht zin* Sprache kommen 
und doch der Newton-Simpsonschen Regel genügen. Die 
Behandlung wird ergeben, dafs dabei Kenntnisse aus der 
analjrtischen Geometrie kaum nötig sind. Die wahre Trag- 
weite der Newton-Simpsonschen Regel wird sich also 
erst später ergeben. 

Auf andere Berechnungen, als die des Inhalts, soll bei 
den nachstehenden Aufgaben verzichtet werden. 

378) Umgestaltung des Prismatoids durch 
Parallelverschiebung einer seiner Grundflächen in 
ihrer Ebene, wobei der Inhalt des Körpers un- 
verändert bleibt. 

Verschiebt man die obere Grundfläche des ebenen Pris- 
matoids parallel zu sich selbst nach irgend welcher Richtung 
in ihrer Ebene, so behält jede Kante des Mittelschnitts ihre 
Länge (Hälfte der zugehörigen Grundkante) und ihre Richtung 
bei, so dafs die Fläche ihre Gestalt nicht ändert. Ebenso 
wenig ändert sich die Gestalt irgend eines Querschnitts. 
Eine solche Verschiebung genügt dem Cavalierischen 

18* 
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Prinzip und soll im Anschlufs an Bd. I eine Cavalierische 
Yerschiebuug beifBen. (Der urgprungliclie und der neue 
Körper stehen in Affiinitätsbeziehong.) Der Inhalt des 
Körpers Sodert sich dabei nicht 

Dies gilt auch vom Tetraed^ in prigmatoidischer Steihing, 
folglich auch vom Halbtetraeder^ und ebenso vom PrismatcHcl 
mit windsdiiefen Seitenflächen. Folglich gilt d^ Satz: 

Wird die Grundfläche eines Prismatoids all- 
gemeinster Art parallel zu sich selbst in ihrer Ebene 
nach beliebiger Richtung hin verschoben^ so ändert 
sich weder der Inhalt^ noch irgend ein Horizontal* 
schnitt 

379) Modell: Stellt man das Prismatoid durch Scheiben* 
förmige Grundflachen dar^ deren Ecken durch Gummifäden 
verbunden sind^ so lassen sich die betreffenden Verschiebung^^ 
ausführen und die neuen Gestaltungen veranschaulichen^ 
auch die mit dem folgenden Abschnitt zusammenhängend»!. 

380)ümgestaltung des Prismatoids durch Drehung 
der einen Grundfläche in ihrer Ebene um einen be* 
iiebigen Punkt derselben. 

ßreht man eine der Grundflächen des Prismatoids ia 
ihrer Ebene um einen beliebigen Punkt dieser Ebene, so» 
ändert sich die Gestalt des Mittelschnittes und mit ihr der 
Inhalt des Körpers. Angenommen, man hätte den neuen 
Inhalt für eine Drehung um einen Punkt M der Ebene fest- 
gestellt, so hängt die Mäche des Mittelschnitts Jf^ irgend- 
wie von dem Drehungswinkel 9? ab. Dreht man jetzt die 
Grundfläche um einen beliebigen anderen Punkt M^ der 
Ebene um denselben Winkel 9?, so kann man die neue Lage 
auch erreichen durch die Drehung um M^ um diesen Winkel 
und durch darauf folgende Parallelverschiebung in die neue 
Lage. Da aber bei der letzteren keine Inhaltsveränderung 
stattfindet, so folgt der Satz: 

Bei der Drehung der einen Grundfläche des 
Prismatoids um einen beliebigen Punkt der Ebene 
hängt der neue Inhalt nur von der Gröfse des 
Drehungswinkels ab, nicht aber von der Lage des 
Mittelpunktes dieser Drehung. 

Kombiniert man umgekehrt eine beliebige Drehung mit 
einer Parallel Verschiebung der Grundfläche, so kann man 
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beides auf eine Drehung allem zurückf ükren. M aa hat nur 
notic: zwei Lagen desselben Punktes miteinander zu \nar- 
bÄ und tTder Verbindongdiide hr, Halbierungspunkte 
ein Lot zu errichten. Maeht man dasselbe mit einem anderen 
Pimkte^ so sohneiden sich die beid^i Mittelsenkrechten in 
dem betreffenden Drehungspunkte. 

Da man durch Parallelyerschiebung keine Anderui^ 
erhält, kann man der oberen Grundfläche eine besonders be- 
queme Stellung geben und dann den Drehungspunkt in 
zweckmäTsiger Weise wählen. Die FcNcmeln werden am be- 
quemsten, wenn die Drehung von ein^ Stellung aus be- 
ginnt, in der der Körperinhalt ein Maximum oder ein 
Minimum wird. 

(Der Heinzesche Drehungssatz wird bei Heinze- 
Lucke für die einzelnen Gruppen durch Rechnung be- 
wiesen bezw. bestätigt, nicht aber für den allgemeinsten 
Fall. Seinen Sinn erkennt man an der folgenden Au%abe.) 

381) Um wieviel wächst das Tetraeder bezw. Halb- 
tetrader, wenn (bei prismatischer Aufstellung) die 
eine Kante in der oberen Ebene um einen Winkel (p 
gedreht wird. 

Auflösung. Sind a und a^ die beiden Grundkanten, 
so ist 

2 

3 



1) 



J^^Mah 



aa 



6 



1 r • 

- A sm a 



der Inhalt, sobald 
a der Kreuzungs- 
winkel ist In Fig. 89 
ist die Kante CD 
so verschoben, dafs 
die Halbierungs- 
punkte beider 
Gegenkanten über- 
einander liegen. 
Dreht man die 
obere Kante in die 
Lage C/0DO, so ist 
der Körperinhalt 
von AB Cq Dq gleich 
Null. Dteht man 
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aus dieser Lage in die Lage CD, so ist der Inhalt um 
den Ausdruck 1) gewachsen. Man erkennt^ dafs beim 
Weiterdrehen eiue Lage a = 90® erreicht wird, in der der 
Lihalt ein Maximum ist. Dreht man im Sinne des Wachsens, 
über CD hinaus, so erhält man als gröfseren Lihalt z. B. 

2) e/i = — T^Ä sin ai . 



Dreht man also die Achse aus der Lage CD in diesem Sinne 
in eine Lage C^D^y und zwar um einen Winkel ^ = a^ — a, 
so wächst der Inhalt um 

«Tj — «7*= -^ Ä(sinai — sina) 
oder um 

3) Ji — J= ^ [sia {q) + a) — sin a] 

aa^h _ cp 4- 2a , w 

== — ;r— 2 cos - — 7z Sm ^ 

6 2 2 

• 9 
smg 



aa^h ( w . 0? . \ . 

= I cos ^ cos a — sm ^ sm a I si 



= —K— [sin 9? cosa — sina(l — cos 9?)]. 

In diesem Ausdrucke ist (p die einzige Variable. Das 
Resultat ist unabhängig von der Lage der oberen Kante in 
ihrer Ebene und von der Wahl des Drehungspunktes. Das 
Halbtetraeder wächst um die Hälfte des Aus- 
drucks 3). An 1) erkennt man bei dem Vergleich mit 3), 
dals die Formeln, von der Minimallage ans gerechnet, am 
einfachsten sind. 

382) Um wie viel wächst ein Prismatoid mit drei- 
eckigen Grund- und ebenen Seitenflächen, wenn 
die eine Grundfläche um den Winkel q) gedreht wird? 

Auflösung. Zieht man CC^y so zerlegt man den 
Körper iu zwei Pyramiden und zwei Tetraeder. Die Pyra- 
miden bleiben bei der Drehung unverändert, die Tetraeder 
ändern sich. 
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Kreuzten sich die Gegenkanten a und a^ des Tetra- 
eders BCC^Bi ursprünglich unter dem Winkel a, so 
ändert sich dieses Tetra- 
eder um den Ausdruck 

1) -^[siQ(9?+a)— sin9?]. 

Das Tetraeder ACC^A^ 
ändert sich entsprechend 
um 

2) M [sin (,,+/?)_ sin H 

Beide Änderungen sind 
zu summieren. 

383) Bemerkungen. 
Hätte das Prismatoid statt 
der beiden Tetraeder oder statt eines derselben windschiefe 
Flächen^ so würde die betreffende Änderung nur zur Hälfte 
Yorzimehmen sein. 

Kennt man die Änderung des Inhalts^ so erhält man 
die des Mittelschnitts mit Hilfe der Gleichung 




= ^h{M^-M) 



als 
3) 



Mr 



^~ 2Ä • 



Da sich die Grundflächen eines Prismatoids, sobald sie 
geradlinig begrenzt sind, in Dreiecke zerlegen lassen (z. B. von 
einer Ecke aus), so ist damit im Prinzip die Lösung der 
allgemeinen Au&abe erlediirt, möeen die Seitenflächen ebene 
odfr windschielTsein. s£ver&dUch müssen die nötigen 
Elemente der beiden Grundflächen bekannt sein. 

384) Ein Prismatoid werde im Heinzeschen 
Sinne in sich verdreht. Wie grofs wird die Ver- 
drehung für jeden Punkt einer senkrechten Ge- 
raden innerhalb des Körpers? 



880 
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Attflösong 1. Def Hanptaühnitt AfAfA^B dnrdi die 
]>rehiiiig8ach8e g«bt in du» hyperbolische Paraboloid Afx/i^B^ 

über. Die Verdnehung niiniDt 
^ von unten nach oben zu^ je-> 
doch nicht regehnäfsig. Bei 
der Projektion in den Grund- 
rifs zeigt sich, dafs die Sehne J.C 
in gleiche TeQe zerlegt wird^ 
wenn AB^ and ebenso die 
Höhe fAfi^ in solche geteilt wird. 
Ist nun AD der n*« Teil der 
Sehne ^^ so folgt aus dem 
Sinussatze : 

2xr cos ^ = ipä ^ y' — yA . 

Hier ist: 




2 



x^ -* DE^ -f Q^ 



-^"-'Kl + ^-il+'—l- 



rig.öi. 




'+'"^*i(^-i)]. 



J' «* 2 



4r» sin» | 



oder, wenn beiderseits mit jr-r multipliziert wird: 
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n cöB^l/n» + 4(1 — n)sm3| = n« + 2(1 — n) sin« | — 2sin«|, 



n — 2am2| 
1) cos d = 



l/»2 + 4 (1 — «) ain» I 



So besfimmt sich # fär jede beliebige Hdbe A^ » - im 



Hftup€0Cbnitt Ä/^jn^Bp also «idi für die Punkte jeder 
»ehrägen Geraden in diesem. (Ist z. B. n »^ 2, so wird: 

cos p = — = cos ^ 

2l/l-.8m»? ^ 



Y' 



oder ^^^f d. b. die Drehmig ist in halber Höhe halb so 

grois^ als oben.) 

Die Einschnfining in der Höhe — ist gleich FD oder 
gliach r-^^x oder: ^ 



e = r 



y,+4i^«..£. 



TL 

Die gröfste Einschnürong findet statt in der Höhe ^. Sie 
ist gleich: 



r — ^ *« r ( 1 — cos ^J . 



Auflösung 2. Einfacher wird das Gesetz^ wenn man 
die Drehung gegen den Mittelschnitt zu Grunde legt. Dann 

wird an jeder Stelle x\=«EC^ + q^ =^sl + q*. Setzt man 
die Höhe von dort aus gerechnet gleich y^, den Neigungs^ 

Winkel der Geraden ÄBi » a« so wird & =* — ^^ , also: 

* * tana 



\ 
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SO dafs der Eadias x nach Pjrthagoras für jede Höhe y 
über M leicht zu konstruieren^ der Kreisschnitt x^n leicht 

zu berechnen ist Dabei ist — = cos q>^ = cos j&/* 0, womit 

X 

alles bequem erledigt ist.*) 

385) Fortsetzung des Prismatoids. Erweitert man 
ein Prismatoid durch Verlängerung seiner Seitenkanten nach 
oben imd unten bis ins Unendliche, und führt man in 
irgend welchen Höhen des Gesamtgebildes zwei horizontale 
Schnitte, so ist der dadurch begrenzte Körper wiederum ein 
Prismatoid, so dafs die Inhaltsberechnung mit Hilfe der 
Simpsonschen Regel geschieht. Dabei ist jedoch stets zu 
untersuchen, ob einzelne Körperteile als positiv oder als 
negativ aufzufassen sind. Einige Beispiele sollen dies später 
veranschaulichen. 

ß) Übungen über den Obelisk und das Prismatoid. 

386) Die Form des Ponton konmit vor bei Denkmälern, 

deren Hauptkörper im Grund- 
rifs nach Art der Fig. 93 
erscheint. [In der Regel wird 
er als Obelisk bezeichnet 
und oben noch durch eine 
Pyramide gekrönt.] Der In- 
halt ist: 




Ä 
6 

Ä 
6 



ab + Oifti + 4 



a + «1 6 + &^ 



2a6 + 2ai6i + o,\ + «16 



8 



) Die Gleichuiig für Xi läset sicli in folgender Form schreiben: 



x" 



y* 



= 1. 



q* Q^ tan'a 

In der analytischen Geometrie bedeutet sie die Gleichung einer 
Hyperbel mit den Halbachsen q und ^tana. Daher wird sich zeigen, 
dass durch eine Drehung der oberen Fläche eines durch Fäden dar- 
gestellten senkrechten Kreiscy linders eine Fläche entsteht, die als 
Hyperboloid bezeichnet wird. Hier soll aber von analytischer Geo- 
metrie noch kein Gebranch gemacht, sondern vorläufig nur der 
Name der Fläche benutzt werden. 
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387) Es soll für einen Bau auf abschüssigem Terrain 
eine rechteckige Fundament^Grube ausgeschachtet werden, 
die horizontalen 
Boden, die Grund- 
Unien a und h und 
in den Ecken die 
Hohen h^y h^, h^y h^ 
hat Ist die obere 
Schragfläche eine 
Ebene, so ist der 
Inhalt nach frühem ^ 
Formeln 

Ist sie nicht eben, 

darf man sie aber 

als windschiefe 

Fläche im oben 

besprochenen Sinne betrachten, so nehme man z. B. AB CD 

als Grundfläche an. Der Inhalt wird dann: 




a 

6L 



K + K , ^ + K 

2 2 2 

4 

also lautet die Formel ebenso, als ob die Fläche 
eben wäre. 

388) Durch sumpfiges Terrain geht ein Chaussee- oder 
Eisenbahndamm. Es soll ein Feldweg mittels zweier Rampen 
schräg übergeführt werden. Der Inhalt der Rampen ist wie 

grofs? Jede hat den Inhalt |[^-B (72) + 4^iBi CiAL 
denn die Schneide Ä^B^ giebt den Inhalt Null. (Fig. 95.) 

389) Der GrundriTs eines Hauses sei ein symmetrisches 
Trapez, derart, dafs die Symmetrielinie die Pr^ektion des 
Dachfirstes ist. Wie grofs ist der Inhalt des Dachraums? 
(Fig. 96.) 
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nL ÜDNge! 



VieUUehe eic. 



Ist { die LoDge des Firstes und ist AD =^a, BC=^b, 

so ist die untere Flache [7= — ^ — l, der Mittelschnitt — - — I. 

Z 4 

der Oberschnitt ist NulL Daraus folgt: 



J^'^[U+4M]^hl 



a + b 



Die Fonnel ist einfach , obwohl die Dachflächen windschief 
sind. 




D 



a 




iLl 




'iiiiii'' 



Fig. 95. 



__^ 



A. —■ 



390) Der Grundrifs des 
Hauses sei derselbe, wie 
vorher, die Firstlinie \ soll 
aber kleiner sein als l^ so 
dals im ganzen vier Dach* 
flachen entstehen, von denen 
zwei windschief sind. Wie 
grofs ist der Dachraum? 
Es wird: 



also: 



J^% 



6 



Fig. 96. 

a + 6 



Z + (a + ft) 



l^k 



U= 



""" 4 2 ' 



(« + &)& 
12 



(2^4- ?i). 
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Bemerkung. Ist cUub Tmpez vaisn^unoeismeli, flUlt aber 
die Projektion von l^ in die Mittellinie l, so wird die Inhalts- 
forme! ebenfalls i^ifach. jj 
Dasselbe geschieht, wenn 
die Projektion von l^ nicht 
in die Mittellinie fallt, aber' ' 
zu dieser parallel bleibt. 
Ist ?i von anderer Sichtung, 
so kommt der Drehungs» 
satz zur Geltung. Ist 
der Grundrifs ein ganz 
beliebiges Viereck, so wird 
die Formel komplizierter. 

391) Das in Fig. 98 
gezeichnete quadratische -^ 
Paraprisma zu berechnen. 




Fig. 97. 



giebt: 



?7=a2, 0=^a^ M^ 



^= !(«.+«.+ 4) =I«.Ä. 



Man führe die Sechnung mit Hilfe des Drehungssatzes 
aus und versuche das einfache Besultat zu vendlgemeinem. 





Fig. 98. Fig. 99. 

392) Den in Fig. 99 im Grundrifs dargestellten Para- 
pyramidenstutz zu berechnen. 
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Auflosung. Im Grundrifs ist: 



JS 2 • O* + ft* 



AI>{ = c' = 



-P 



+ ft2 



also: 

und: 

1) - . 2 
'^EAD^ berechnet sich aus: 

a — 6 

2) tana = — —r- • 
' a + h 

Endlich ist: 
a?* ^ (ci — C2)* + FiT% = — (cosa — sina)^+ \a — ^ (cosa + sina) 

= a» + 2" — «^ (cos a + sm a) = a« H ac \—^^ + ~2c~'l 

a^ + 1^ 

Daraus ergiebt sich: 

J^^{a^ + 6« + ^x^) - |(a2 + 6*). 

Bemerkung. Man behandle auch diese Aufgabe mit 
Hilfe des Drehungssatzes und verallgemeinere das einfache 
Besultat. 

393) Schwerpunktshöhe des Pyramidenstumpfs 
und des Kegels. 

Nach No. 151 und 158 ist die Schwerpunktshöhe des 
Pjramidenstumpfs und des Kegels: 

Ä = - ^+2/0^+30 

'~4 U+fÖÖ+0 
Aus: 

J'=|(D- + /FÖ+ 0) = |(ü-+ + 4JM) 
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folgt aber im Hinblick auf die Koppesche Bezeichnung: 

anfserdem ist: 

also kann man auch schreiben: 

^. , hU+2fÖÖ-\-iO %0\+2M ^ + 2M 



2 U+O+^M 2 3M+N U+O+AM' 
Die Momentengleichung in Bezug auf die Grundflache ist: 

oder: 

h,J=^{0 + 2M). 

Die Formeln, in denen keine Wurzelzeichen vorkommen, 
lassen sich auf die Obelisken und Prismatoide übertragen, 
was jetet .bewiesen weiden soU. 

394) Schwerpunktshöhe und Momentengleichung 
für Obelisken und Prismatoide. 

Nach Fig. 81 ist der vierkantige Obelisk als Differenz 
zweier dreikantiger Pyramiden aufzufassen. Die Momenten- 
gleichungen der letzteren in Bezug auf die Grundflache 
sind nach den letzten Formeln: 

hiJ'^j(0' + 2M'), Ä;V" = ^(0" + 2J[f"). 

Das statische Moment der Differenz J=J' — J^" ist gleich 
der Differenz der statischen Momente, also ist: 

h,j= hiT — a;v" = ^ [(0' — 0") + 2 (jf- - jf")], 

oder, da 0' — 0" ^0, M — M" ^M ist, 
1) KJ^^{0 + 2M). 
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ist, «o folgt: 

^^ , ft Q + 2Jtf , + 2M 



2 3Jf+iV Cr+0 + 4Jf' 

Betrachtet man den Anfkantigen Obelisk als Differenz eines 
vier- und eines dreikantigen, so fuhrt derselbe Gans auf 
dieselben Formeln. Diese geiten also von allen CNbenisdcMi 
und ebeoäa<^igen PriematoideB. 

Die Momantengleiduing und die SchwerpunktsfiNrnüd 
gelten also auch von dem in Stellung der Hg. 87 befind- 
lichen Tetraeder^ wobei U tmd weg&Jko, «Iso audh y^ai 
Halbtetraeder mit dem hjperbolischen Paraboloid als Be- 
grenzungsfläche , folglidi auch von jedem Prismatoid mit 
windschiefen Seitenflächen , denn ein solches ist ein ebep- 
flächiges Prismatoid vermindert um ein oder mehrere Halb- 
tetraeder, so dafs der vorher aiigewandte Grang auf dieselben 
Formeln führt. Folglich: 

Für jedes ebenflächige oder windschiefe Prismji^ 
toid gelten die Gleiohungen; 



1) h,J=^j{0 + 2M) 

und: 

h 0+2M , 0+2M 



2 3M+N U+0 + 4:M ' 

395) Bemerkungen. Bildet man« das Moment d^ 
Flächen U, und 4i^ in Bezug auf die Grundfläche und 

multipliziert man die Summen der Momente mit ^, so er- 
hält man nadi Art der Newton -Simpsonschen Be;gel als 
Momentensumme : 



h 



U.o + Oh + 4:M^ 



= ^(o+2-af). 



6L --•--' --2J 6 

Dies ist aber die rechte Seite der Momentengleidiung 1) des 
Körpers. Folglich: 

Für alle ebenflächigen und windschiefen Prisma- 
toide läfst sich die Momentengleichung und ebenso 
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die Formel für die Sehwerpunktshöhe nach der Simp- 
sonschen Regel ableiten. 

Im nächsten Abschnitt wird nun gezeigt^ dafs mit den 
Prismatoiden eine Reihe von krummfläcbig begrenzten Körpern 
zusammenhängt^ nämlich: 

Kugel, Kugelsegment und Kugelschicht, Ellip- 
soid, Schicht und Segment des letzteren, Schicht 
und Segment des zweifachen und Schicht und Seg- 
ment des einfachen Hyperboloids, Schicht und 
Segment des Paraboloids und des vom hyperbo- 
loidischen Paraboloid begrenzten Halbtetraeders, 
Schicht des parabolischen Cylinders. Von allen 
diesen Korpern und allen Prismatoiden mit krumm- 
linigen Grundflächen gelten die Gleichungen 1) und 
2) für Momente und Schwerpunktshöhe. 

Der Geltungsbereich der Simpsonschen Regel ist aber 
damit noch nicht erschöpft. — Li der Regel wird das Gegebene 
mit Hilfe unendlicher Reihen abgeleitet, die hier ver- 
mieden sind. 

396) Unter den mechanischen Aufgaben sei folgende 
erwähnt: 

Ein Obelisk mit senkrechter Mittellinie liege auf der 
Erde und soU aufgerichtet werden. Wie viel Arbeit ist 
theoretisch beim Aufrichten zu leisten? 

Auflösung. Ist hg die Höhe des Schwerpunkts beim 
liegenden, h, die Höhe beim aufrecht stehenden Obelisken^ 
so hat die Hebungsarbeit angenähert*) den Betrag: 

A:^phg— phi = p(h, — Äi). 

Dabei kommt die Formel für A«, aus dem sich hg leicht 
ableitet, weil 8 in der Mittellinie liegt, zur Anwendung. 

(Man denke z. B. an die berühmte Hebung des Vati- 
kanischen Obelisken durch Domeniko Fontana am 
10. September 1586; vgl. Beck: Beiträge zur Geschichte 
des Maschinenbaues, Berlin bei Springer, 1899, Seite 485. 
Die Höhe dieses Obelisken beträgt etwa 23^4 in> das G^ 
wicht etwas mehr als 322 000 kg.) 



*) Worin liegt die Annnfthening? Und wie ist die Aufgabe 
korrekt zu lösen? Vgl. § 86. 

Holzmüller, Stereometrie, n. 19 
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Zahlreiche Anwendungen auf die Berechnung von sta- 
tischen Momenten^ Trägheitsmomenten, Zentrifugahnomenten^ 
Schwerpunktshohen und Trägheitsmittelpunkten findet man 
in des Verfassers Ingenieurmathematik^ Bd. I, Leipzigs 
bei Teubner. 

Geometrische Beispiele mit ausfuhrlicher Besprechung 
giebt das schon zitierte Werk von Heinze-Lucke über 
genetische Stereometrie. 

Beispiele zum Heinzeschen Drehungssatze kommen im 
folgenden Abschnitt zur Sprache. 

397) Aufgabe, Ein vierkantiger Obelisk habe 
die Grundkanten a^ h, c bezw. o^, b^, c^ und die ein- 
geschlossenen Winkel a und ß, seine Höhe sei h. 
Er taucht mit der Grundkante U voran ins Wasser 
ein und sinkt dabei bis zur Tiefe h' ein. Wie grofs 
grofs ist sein spezißsches Gewicht? 

Auflosung. 
t/'=— [ah sina + bc smß — ac sin(a + ß)], 

= ^ [«ifti sin a + \c^ sin /S — a^c^ sin (a +^)], 



-4l 



H— —^ 8ina + -^ -^ sin/f 5-!- -— i sm (a +/?) 



In Höhe V sind die a, by c entsprechenden Seiten von 

der Länge 

^ ah — h'(a — gj ^, bh — h^jb — b^) 
a- ^ , ö- -^ , 

y cfc — h'{c — c^) 

also ist 

0'=» — [a'6' sin a + b'c sin /8 — a'c' sin (a + ß)] 

leicht zu berechnen. In der Höhe — dagegen ist 
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,,_ 2 ^ ^' __ 2aÄ — Ä (a — a^) 

"" ~ Ä " 2Ä ^ 

^,, 26& — h'jb — &i) ,^_ 2cA — r(c — c,) 

/ "" 2Ä ^ "" 2Ä ' 

also ist 

Jfcr == 1 [a"6" sin a + 6"c" sin )8 — a"c" sin (a + /?)] 
als bekannt zu betrachten. Der Inhalt des imteren Teils ist 

Das spezifische Gewicht des Körpers ist 

,_ J^ _ h'[U+0'+4M'] 
^^ J ^ h[U + + AM\ ' 

398) Bemerkung. Die Frage, wie tief der Körper 
bei gegebenem spezifischen Gewicht einsinkt, ffihrt auf eine 
Gleichung dritten Grades, denn der Zähler des letzten Aus- 
drucks ist in Bezug auf Ä' vom dritten Grade. — 

In entsprechender Weise lassen sich solche Aufgaben 
für mehrseitige Obelisken, für ebenflächige und windschiefe 
Frismatoide und die mit ihnen zusammenhängenden krumm- 
flächig begrenzten Körperschichten behandek. 

y) CavälieTiBohe Besiehungen Bwisohen gewissen Frismatoiden 
und Körpern, die mit den Kegelsohnittsfiächen susammenliängen. 

a) Tetraeder und Kugel. 

399) Eine Kugel vom Radius r werde nach Ca valieri ver- 
glichen mit einem Tetraeder vom quadratischen Mittelschnitte 
Jit^r^n und der Höhe Ä = 2r, so dafs die Grundkanten von 

der Länge a » % =» 2ryjr sind; dann läfst sich zeigen, dafs 
beide Körper in gleichen Höhen gleiche Querschnitte haben. 
Führt man einen Querschnitt bei der Kugel in der 
Höhe y(<r) über dem Mittelschnitt, so ist die Querschnitts- 
fläche Q = x'^7t=^(r^ — y^)n. Beim Tetraeder ist dabei 

hia^{r — y) : 2r, 
also 

19* 



1 
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Äj : ai = (r + y) : 2r, 

*i = (»• + y)i^ 



femer 

also 

und daher 

^1 = (^' — y^> = **i- 

Daher ist Q^^Qv ^^^ ist aber der Inhalt des Tetraeders: 

also ist nach Cavalieri der der Kugel ebenso grofs. Jeder 
horizontal begrenzte Abschnitt des Tetraeders, z. B. der über 




Fig. 100. 



Q^ oder unter Q^ stehende, oder der von Q^ und einem Parallel- 
schnitt Q^ begrenzte, ist ein Prismatoid und sein Inhalt ist nach 
der Simpsonschen Eegel zu berechnen, folglich lassen 
sich die Kugelabschnitte und Kugelschichten nach 
derselben Formel berechnen. Später soll davon Gebrauch 
gemacht werden. 

Ist die Höhe des Tetraeders eine andere, als 2r, so er- 
hält man statt der Kugel ein Drehungsellipsoid, von 
dem aus^ man zu dem dreiachsigen Kllipsoid übergehen 
kann. Überall gilt die Simpsonsche RegeL (Cavalieri) 
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b) Liegende Pyramide und Halbkugel. 

400) Man denke sich über dem Quadrat ÄSCD ^r^ 
eine Pyramide von der Höhe 2r7i konstruiert^ deren Spitze 
P z. B. in der Normalen liegt, die auf der Quadratfläche in 
Ä errichtet ist. 
Mit der Fläche 
-4JBP werde die 
Pyramide auf 
die horizontale 
Grundebene ge- 
legt 

Führt man 
in der Höhe y 
einen Horizon- 
talschnitt, so ^'«^^^^' 
entsteht eine Fläche EFGH. Ihre Höhe EH berechnet 
sich aus EH : 2r7i == (r — y)-ry die Grundlinie GH^ r 
ist bekannt, EF berechnet sich aus EF :r ^y :r, die 
mittlere Breite ist also 

GH+EF r+y 




Der Inhalt des Querschnitts ist also 71 {r^ — y^), wie in der 
vorigen Aufgabe, d. h. die Halbkugel vom Radius r, die 
auf die Grundebene gestellt ist, hat mit der liegenden Pyra- 
mide in gleichen Höhen gleiche Querschnitte, ist also mit 

2 
ihr inhaltsgleich und hat den Inhalt «7"=— r^jr. Die Fol- 
gerungen sind dieselben, wie oben. 

Die betreffende Bemerkung ist insofern nichts Neues, als 
schon in Bd. I der Halbkugelmhalt mit dem eines Cylinders 
verglichen wurde, aus dem ein Kegel ausgeschnitten ist. An 
Stelle des Cylinders hat man hier ein dreiseitiges Prisma, 
von dem eine Pyramide abgeschnitten worden ist, so dafs 
die liegende quadratische Pjnramide dem Bestkörper entspricht. 

c) Die Fortsetzung des Tetraeders nach oben und 
unten und das durch Achsendrehung der gleich- 
seitigen Hyperbel entstehende zweifache Hyperboloid. 

401) In Fig. 102 ist von dem Tetraeder unter a) nur 
der über dem Mittelschnitt liegende Teil gezeichnet, die 
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Seitenkanten des Tetraeders sind aber nach oben fortgesetzt. 
Ist nun die Höhe y^ in der ein Horizontalschnitt geführt 
wird, gröfser als r, so wird seine Flache, wie oben, gleich 
ji(r^ — y^), d. h., sie ist als negativ aufzufassen, auch 
deshalb, weil Tc jetzt entgegengesetzt gerichtet ist. Absolut 
genommen ist die Fläche des Querschnitts Q^ ^=n{r^ — y^). 
Man bestimme jetzt die Gröfse x so, dafs x'^n = n{jf^ — r^)^ 

oder X == yy^ — r^ ist und lege die Kreisfläche Q = x^7c in 
derselben Höhe y über dem Mittelschnitt der Kugel hori* 
zontal und so hin, daXs der Mittelpunkt in die Verlängerung 
des senkrechten Durchmessers fallt. Sämtliche so ent- 
stehenden Querschnitte bilden einen neuen Körper. Wie 

der Hauptkreis der Kugel der Beziehung x = /r* — y» oder 




Fig. 102. 

y^ ^ x^ = r^ genügte, so genügt der Hauptschnitt des neuen 
Körpers der Beziehung y^ — x^ ^ r^. Später soll gezeigt 
werden, dafs die so entstehende Kurve eine gleichseitige 
Hyperbel ist, vorläufig werde der neue Körper als zwei- 
teiliges Drehungshyperboloid bezeichnet.*) Daraus 
folgt: Das zweiteilige Drehungshyperboloid gehört 
zu den Körpern, deren horizontal begrenzte Ab- 
schnitte und Schichten nach der Newton-Simpson- 
schen Regel berechnet werden können. Die Fort- 
setzung des Tetraeders ist eben als Prismatoid aufzufassen 
und gehorcht dieser Regel. 



'*') Kar auB Zweckmäfsigkeitsgründen sind die Beziehaogen x and 
y der analytischen Geometrie gewählt worden. Vorkenntnisse ans 
der analytischen Geometrie sind an dieser Stelle darchaas nicht notier* 
In anderen Lehrbüchern werden sie häafig voraasgesetzt, ohne dafs 
irgend welcher Zwang vorliegt. 
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Bildet man beim Tetraeder auch die Fortsetzmig nach 
nnten und bei der Kugel den fehlenden symmetrisch gegen 
den Mittelschnitt liegenden Teil (das Spiegelbild)^ so erhält 
man den zweiten Teil des Hyperboloids. 

Legt n^n^in der teWrisohen Figur Schnitte in den 

Höhen r, r + -^y ^ + Äi, so bedeuten diese die Grund- 

flächen imd den Mittelschnitt eines neuen Prismatoids von der 
Höhe h^f für welches absolut genommen 

Ol = (y* — r^)n = [(r + Ä^)» — r*]« = nh^ [2r + \], 

ist. Der Inhalt des neuen Körpers wird also: 

1) Ji-|(üi + Oi + 4J!fi) = ^(3r + Äi). 

Dies ist zugleich der Inhalt für das Hyperboloids^ment 
von der Höhe h^ bei horizontaler Begrenzung. 

Eine horizontal begrenzte Schicht beider Körper zwischen 
den Höhen (r + h^) und (r 4- fh), oder vom Scheitel aus 
gerechnet^ zwischen den Höhen h^ und h^, hat den Inhalt: 

2) J,=?^(3r + Ä,)-^(3r + Ä,) 

wobei noch der Faktor (h^ — Äi) abgesondert werden kann. 
Der Mittelschnitt kann also leicht berechnet werden. 

402) Dasselbe Resultat erhalt man, wenn man die 
Seitenkanten der unter b) behandelten liegenden Pyramide 
nach oben, die ihres Spiegelbildes gegen die Grundfläche 
nach unten verlängert und die entstehenden Prismatoidteile 
mit dem Hyperboloid vergleicht. 

Wie nach dem obigen die beiden Fortsetzungen des Tetra- 
eders bezw. der Pyramide denselben Formeln gehorchen, 
wie das Tetraeder selbst, genau ebenso ist das Hyper- 
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Fig. 103. 



boloid als Fortsetzung der 
Kugel zu betrachten, wobei 
es denselben Formeln, wie diese 
gehorcht. Der ganze Üntersdiied 
beruht darin, dafs bei der Kugel 
y zwischen den Grenzen + r 
und — r liegt, während beim 
Hyperboloid y auiserhalb dieser 
Werte sich befindet. 

Man erhält ganz dasselbe, 
wenn man den in Bd. I § 280 
bei der Berechnung des Kugel- 
inhalts verwerteten Eestkörper 
(Cylinder — Kegel) nach unten 
und oben fortsetzt, wobei die 
über die Kugel hinausragenden 
Teile ebenfalls negativ werden. 

Später wird sich zeigen, 
dafs gewisse Aufgaben über 
die Kufi^l, die auf Gleichungen 
dritten «Sracles führen, Sex 
reelle Losungen geben, von 
denen zwei „aufserhalb der 
Kugel" liegen, so dal's ihre 
Unbrauchbarkeit scheinbar mit 
dem reellen Charakter der 
Losung im Widerspruch steht. 
Dieser Umstand klärt sich da- 
durch auf, dafs die beiden be- 
treffenden Lösungen dem Hyper- 
boloid angehören. Man hat 
also in letzterem die Fort- 
setzung der Kugel und damit 
gewissermafsen die Fortsetzung 
der Funktion. In dieser Weise 
kann jedes Prismätoid mit dem 
aus ihm abgeleiteten Körper 
nach oben und unten fortgesetzt 
werden. 

Von allen diesen Be* 
merkungen soll später Ge- 
brauch gemacht werden. Ins- 
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besondere soll auch zum elliptischen Hyperboloid über- 
gegangen werden. 

d) Das regelmäfsige Paraprisma und Antiprisma, 
der Parapyramidenstutz und Antipyramidenstutz 
und ihrje Beziehungen zum einfachen Drehungs- 
hyperboloid. 

403) Die Figur 103 stellt, wie schon m Bd. I § 396 ge- 
zeigt wurde, dar, wie aus dem Cylinder ein einfaches Drehungs- 
hyperboloid entsteht. Dabei sind die Cylinderseiten als dicht 
aufeinander folgende Gummifaden zu denken, die sich beim 
Drehen der oberen Grundfläche gegen die untere ausdehnen 
können. Sind diese Fäden nur in endlicher Zahl vorhanden, 
und folgen sie beim Cylinder in regelmäfsigen Abständen auf- 
einander, so erhält man durch die beiden Horizontalschnitte 
ein regelmäfsiges Prisma, welches durch Verdrehung in ein 
regelmäfsiges Paraprisma übergeht. Dieses ist dem Hyper- 
boloid einbeschrieben. Ebenso giebt es ein umbeschriebenes 
regelmäfsiges Paraprisma. Alle diese Körper haben im all- 
gemeinen windschiefe Seitenflächen. 

Es ist am bequemsten, zunächst das Hyperboloid zu 
untersuchen und dann das Resultat auf das Paraprisma an- 
zuwenden. 

Ist T der Sadius der beiden Grundflächen, q der Radius 
des kreisförmigen Mittelschnitts, so ist, weil dort die Ver- 
drehung die Hälfte von der der obersten Fläche ist, 

^ = rcos|^, 
der Mittelschnitt also 

M= Q^n = r*n cos* k = cos* ^ =- -„- (1 + cos (p) 

= 2 (1 + cos <p). 
Der Körperinhalt also wird 

2) J-= I (Cr+ + 4 Jf) = g- (0- + 2 Jf) = ^ (l + 2 co8*|) 

= -y- (2 + cos 95) 

oder, da U—r^n und cos<b = — ist: 

r 
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»2> 



-^( 



1 + 2 



■*)~ 3 ^ 



r» + 2e»). 



(För coB <Pi'=0 und co8 9? = — 1, d. h. fSr 9> -= 180* 
handelt es sich um den Doppelkegel vom Inhalte -^.) 

Für die Schicht vom Mittelschnitt bis zur oberen Grund- 
flache ist Ji *= ~, setzt man also Ä, =« ^ > 9^j — ^^ r^ für r 

ein, so erhält man: 
Uhi 



2 



Jx 



(2 + coa2<p,)^^ (1 + cosVx) =■ ^(l + 2^) 



^/^l , 2 



{rl + 2e% 



Will man aber statt der Fläche U^r^n als neue 
Grundfläche den bisherigen Mittelschnitt Ui=^ q^ti haben, 

so muTs man wegen -^a" cos 97^ schreiben: 

^1 



2) 



Ji- 



Uihi 1 + 2co8*9!)i Uihi 
~3 



cos* 9)1 



(^+-4-) 

\ COS* <pi I 



2 



nhi 



2 + '-^ U^(rJ + 2e*), 



Wfis auf dasselbe hinauskommt. 

404) Dasselbe erreicht man durch die Betrachtung des 
§ 384, wo sich für die Höhe y über dem Mittelschnitt für 
den Radius x ergab: 



x^=^ 



y 



2 



tan^a 



+ q'-q' 



y 



.^^tan^a 



+1 



i2 



e'[tan»^, + l] = ^-^^ 



Danach wird für y = 0, y = fh., y = 



ÄX 



2 



h\ 



tan^a 



+ Q 



2 



, Jfi = JT 



also 
oder da 



2 



a; 



3 + 



4tan*a 



+ e' 



Q^ tan^ a 
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— = tan a und 5^ = o tan w^, also —-^ — =* tan w^ ist, 
$1 Q tana 



2**) 



e/i =^[3 + tan>] =-^[2 +(1 + tan»] 



U,h, 



2 + 



i2 



COS* (PlJ 



was mit 2) übereinstimmt. 

405) Noch eine wichtige Bemerkung sei gemacht, die 
an die Entwickelung der Formehi für den Kegelstumpf er- 
innert In der letzten Berechnung war 



Ui = Q^Tly Ol = Q^n 



Q^ tan^a 



+ 1 



= Di [1 + tan» 9>J, 



M^=U^ 



1 + 



tan*99 



also 

4ilfi = 4 ITi + Z7i tan n« 9) = Z7i + Ol + 2 Dj. 

Nun ist aber 

?7.0.= Dt(l + tanV.) = J^, 

also tTj = QO%(pi}[üiÖi, d. h. 

4Jfi = CTi + Ol + 2 cos 9)1 yC/i Ol. 
Demnach ist auch 



oder 
3) 



«^1 = I [2 Dl + 2 Ol + 2cos9>iyi^], 



Dreht man Oi in die Lage zurück, wo der Korper 
einen abgestumpften Kegel giebt, so würde man erhalten: 

J"=|[üi + Oi+/cpD- 

Aus dieser Formel ist also J^ leicht abzuleiten. — Formel 3) 
ist die Formel für einen Parakegelstutz, jedoch für den 
besonderen Fall, dafs die Hyperbel der Kontur senkrecht 
auf der Grundfläche steht. 
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406) Selbstverständlich läfst sich auch jede zwischen 
irgend welchen zwei horizontalen Ebenen liegende Schicht 
leicht berechnen, denn es wird für y^^h^y y=^\ und 



2 



Z7 = 



n 



K 



,iajy^ a 



+ Q^\^Q^n 



A? 



^Q^ tan^ a 



+ 1 



-= ^2 JT (tan2 9)1 + 1)=- 



COS^ 99j 



= e*'»(7T^^ + i) = e*'»(taii»9', + i)= ^'" 



^Q^ tan^ a 

o \ßl +A2V 1 



COS^ (f^ ' 



= ^2jr 



4 + tan^ (p^ + tan^ 993 + 2tan (p-^ tan ^pg 



oder 
^_ ?7+ + 2^27r(l + tan^?! tan^pg) 



4L \ cos^^i cos9?j / 

cos(9?j— 99i) 



1 
4 L 



Z7+0 + 2^27r 



cos 99i cos 9^2 - 



Nun ist aber 



/FÖ = 



^^jr 



also folgt 



(cos 9?i cos 9^2) ^ 



4Jf = [ir+ + 2cos(9?2 — ^i)iüÖ\, 



also 



oder 



J^= 3 [E^+ + cos(^2 - <p^)füÖ\ 
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Die Verdrehung von gegen Z7 ist (f^ (p^ — (pu also ist 
auch hier 

4) J^\[U+0 + cos<pfÖÖ\, 

WO nun die Werte von U und einzusetzen sind. 

Damit ist die Formel für den allgemeinen Parak egel- 
stutz gefunden. 

Aus diesen Formeln lassen sich die für das regel- 
mäfsige und allgemeine Paraprisma und Antiprisma 
und die für den regelmäisigen Parapyramidenstutz und 
Antipyramidenstutz geltenden und noch einige andere 
leicht ableiten. 

407) Zunächst ist aus der Hauptfigur ersichtlich^ dafs 
bei endlicher Anzahl von regelmäfsig aufeinander folgenden 
Seitenkanten die Horizontalschnitte auf regelmäfsige ein- 
beschriebene n-Ecke führen. Dies giebt das regelmäfsige 
Paraprisma. Jeder von dessen Querschnitten steht zu 
dem des Hyperboloids im Verhältnis: 

^, ^ n _ . 3600 , n . 360^ , 

2 n 2n n 

nach Cavalieri verwandelt sich also die Hyperboloidformel 
bequem in die Inhaltsformel des Paraprismas. 

Man erhalt aus 1) für die Berechnung von U oder 

5) J =J^-sm— — = -^-sm— -(2 + COS99) 

= 1 U'{2 + co89) = | vil + 2co8«|), 

WO U' die Grundfläche des Paraprismas ist 

Greht man dagegen von dem Mittelschnitt Ui aus^ so 
erhalt man aus 2) 

5*) J(=.J^_8m— - 

^ ^itra + 2co8«y, ftiPT/^ 1 \ 

"" ^ co8*9>i 3 V oo8*9?i/' 



302 



III. ünregelmftraige Vielflache etc. 



408) Den Inhalt des regelmaTsigen Antiprismas kann 
man sofort aus 5) ableiten, indem man die n zugehörigen 
seitlichen Halbtetraeder hinzufugt. Ist a die Kante der 
Grundfigur und tp der Drehungswinkeli so hat jedes Halb- 
tetraeder den Inhalt 

^ 1 /2 , «2 . \ öt^Ä . . , - , 180^ h . 



12 



= r^ sm 



2 



1800 A 



n 



sm^:?^ 



da a = 2rsin ist. Nun sind n solche Halbtetraeder 

n 

vorhanden, also wird 

^ nh ^ . 180<> . Äsin®^^ 180^ 
wjg, = -^ r^ sm sm 9? « — 5— ^ CT tan 



n 



n 



( 



, ^^ nr^ . 360« , . 180» 180o\ 
denn U = —^ sm = nr^ sm cos 1 . 



n 



n 



Durch Addition zu J' in Gleichung 5) entsteht als 
Inhalt des regelmäfsigen Antiprismas 



J'' = 



ACT 
3 L 



hU 



J + cos 9? + ^^ sm (p 



n 

180» 



cos (p cos [- sin 99 sin 



1800- 



2 + 



n 



n 



cos 



oder 



6)J"=^ 



180« 
n 



cos 



2 + 



(l^_,) 



COS 



1800 



n 



3 L 



2 cosj^j-jp) 



COSfi 



1800 . ^ 

wo € = ist. 

n 



409) Wie nun die Querschnitte des Hyperboloids und 
die des regelmäfsigen Paraprismas in konstantem Verhältnis 
stehen, so ist dies auch beim unregelmäfsigen Paraprisma 
in Bezug auf das Hyperboloid der Fall. In seinem Mittel- 
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schnitte entspricht nämlich der Kante a des Unter- und 
Oberschnitts die Kante 

A l/a* , «* . o« ^ 1/I + COS99 (p 

So erhalten sämtliche Kanten der Grundflächen den Ver- 
kleinerungsfaktor cos^, der Mittelschnitt ist also Jf = J7cos|-. 

Stimmen also die Grundflächen eines unregelmäfsigen Para- 
prismas mit denen des Hyperboloids von gleicher Höhe im 
Inhalte überein^ so stimmen auch die Mittelschnitte überein. 
Folglich: 

Das unregelmäfsige Paraprisma mit geradliniger 
(oder auch krummliniger oder gemischtliniger) 
Grundfläche hat den Inhalt: 

7) J"'^\ U(2 + oos<p) = I £^(1 + 2cos2|). 

Ist die Grundfläche geradlinig , so kann man sofort 

wieder zum Antiprisma übergehen. Sind a, b, c . . . die 

Grundkanten, so wird die Summe der hinzuzufugenden 
Tetraeder 

JJ»^(«. + 6. + c* + ...), 
also wird der Inhalt des allgemeineQ Antiprismas 

8) J8=| U{2 + ooB<p) + ^aui(p(a^ + b^ + e^ + ...) 

2 + cos 9? + sin 99 



-1^ 



AU 



Es liegt nun nahe^ wie vorher, einen Hilfswinkel s^ mittels 
der Gleichung „, + j. + ,3 + ... 

tan 61 ^ 

einzufuhren, dann wird, wie vorher 

cos (fij — (p) 



8*) Js = ^ 



2 + 



3 L cos Ci 

Ist a = 6 = c =» . . ., so wird c^ = e, d. h. Formel 8*) geht 
über in 6). 
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411) Schneidet man das Paraprisma an zwei ganz be- 
liebigen Stellen horizontal ab^ so ist die Schicht ein Para-* 
pjramidenstutz und nach Formel 4) zu berechnen. Die 
Schnittflächen stehen nämlich zu denen des Hyperboloids in 
konstantem Verhältnis^ sind also ähnlich^ und so mufs die 
Formel 

9) J^^^[U+0+ C08 <pYUÖ] 

gelten. [Will man dies selbständig beweisen, so kann man 
folgendermafsen verfahren. Die beiden Grundflächen seien 
ähnlich; die eine habe die Seiten 04, b^, c^ . . ., die andere 
die Seiten a^, 62^ ^ • • • Für den Mittelschnitt (vergl. /«, 
tb9 te beim Tetraeder) wird 

2 «1 , «2 , 2aia2COS99 ,2 &i , &« , 2h^h^GO%q) 

««=4 + 4+ 4 ' *»=4 + 4+ 4 ' 



also 

,l + 4 + 2^cos^ 



a\ a? + 0? + 2a^a^ cos <p a\ aj ^ 



6s 6! + 6J + 26162 cos^P h\ 1 , 6| , ^62 _^ 

l + -j + 2^cos99 

Ol ^1 

Da nun der Ähnlichkeit wegen -? =« -H. igt, so ist der 

«1 61 ' 

letzte Bruch gleich 1, d. h. ^ = ^ und 

v&o • i/o • Co • • • • ^^^ Gf-t • O-t * Ci • • • • — Iva • Oa * C9 • • » • y 

da femer jede Seite des Mittelschnitts um ^ gegen die 

entsprechende der Grundfläche gedreht ist, so ist der 
Mittelschnitt den Grundflächen ähnlich. Ist also 

£7"= na?, so folgt = »a| und Jf=wa5, folglich eigiebt 

sich aus der Formel für oj 

M ^ , 

also wird 
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J=hu+0 + 4M] = ^i2U+20 + 2cos(pyüÖ] 

ö 

Diese Berechnung, die überflüssig war, ist nur zur Übung 
eingeschaltet worden. Sie hat beüäufig gezeigt, dafs bei 
jedem Paraprisma und jedem Parapyramidenstutz alle Quer- 
schnitte ähnlich und leicht zu berechnen sind.] 

412) Für den Antiprismastutz folgt durch ganz 
entsprechende Betrachtung, wie vorher 

10) j-^McT+o + ^^^i^^^ytrö 

6 L cos «2 

wobei €2 mittels der Gleichung 

t)an Ba — ■ 

bestimmt mrd. (Der einzige Unterschied der Rechnung 
beruht daxin, dafs die hinzuzufügenden Tetraeder die Inhalts- 

summe — -^-^ \a^ ag + &i 63 + ^i ^2 + . . .] haben.) 

413) Verschiebt man jetzt die obere Fläche des Cylin- 
ders, des abgestumpften Kegels, des unregelmäfsigen Prismas, 
des unregelmäisigen Pyramidenstumpfs beliebig in ihrer 
Ebene, und nimmt man dann die Drehung vor, so erhält 
man das schräge Hyperboloid, den schrägen Para- 
kegelstutz, das schräge unregelmäfsige Paraprisma, 
den schrägen unregelmäfsigen Parapyramidenstutz, 
und durch Zufugung der Halbtetraeder das schräge un- 
regelmäfsige Antiprisma und den schrägen unregel- 
mäfsigen Antipyramidenstutz. Neue Formeln aber 
sind, wie schon gezeigt, dabei nicht nötig, weil die Lage 
des Drehungspunktes gleichgültig war.*) Wie schon be- 

*) Wie es leichter ist, vom Kegel auszugehen und auf die 
regelmäfsigen und unregelmäfsigen Pyramiden zu schliefsen, als um- 
gekehrt, so ist es auch leichter, vom Gy linder auszugehen und auf 
die Heinzeschen Körper zu schliefsen, als umgekehrt erst die letzteren 
zu berechnen und dann auf das Hyperboloid zu schliefsen. Man ver- 
gleiche den Aufwand an Rechnung bei Heinze-Lucke mit dem weit ge- 
ringerem der obigen Darstellung. 

Holzmüller, Stereometrie, n. 20 
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Fig. 104. 



merkt, können die Grandflachen auch imregehnäfsig, krumm- 
linig oder gemischüinig sein, so kann man z. B. mit Hilfe 
des Cavalierischen Prinzips z. B. zu Hyperboloiden mit 

elliptischer Grundfläche 
übergeheui auch Halbellipsen 
imd sonstige Ellipsenab- 
schnitte und elliptische 
Sektoren zu Grunde legen. 
Die entwickelten Formehi sind 
also von ganz aufserordentlicher 
Verwendbarkeit. 

e) Erweiterung eines 
Archimedischen Satzes. 

414) Beispielshalber sei auf 
folgenden Zusammenhang auf- 
merksam gemacht. Fig. 104 stellt 
einen quadratischen CyUnder 
mit der eiubeschriebenen Kugel 

dar. Wird die 
obere Grundfläche 
des Cylinders um q) 
/? gedreht, so geht 
der Cylinder in ein 
Hyperboloid über, 
dessenMittelschnitt 
den Radius q habe, 
während der obere 
und untere Schnitt 
den Radius r behalt. 
InjedemHaupt- 
schnitte soll aber 
an Stelle des in K. 
und L berührenden 
Kreises eine in Ä^, 
I/i, JE und G be- 
rührende EUipse 
treten. Dann ist 
der Hyperboloid- 
inhalt ümerhalb des 
Fig. 105. \\ CyUnders 




j 
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Tlh , . . . „X 2jrÄ 



der EUipsoidinhalt 

Der Unterschied also 

Polglich: Wie grofs man auch die Achse K^L^ nehme, 
der unterschied zwischen Hyperboloid und Ellipsoid 
ist gleich dem Inhalte des durch die Diagonalen 
AC und BD angedeuteten Doppelkegels.*) 



*) Die Beziehung gilt auch für beliebige Schichten innerhalb 
des Cylinders. Analytisch würde sich dies folgendermafsen erklären: 

-^ -f- ^ = 1 ist Gleichung der Ellipse, also ist der Ellipsoidquersohnitt 
in Hohe y genommen 1) x^n = -^—^ — j — ^-^ ; die Hjperbelgleichung 
ist-^ — fä' = ^* ^™ ^^® unbekannte Halbachse h zu berechnen, über- 
lege man, dafs für den Eckpunkt die Gleichung in -^ — p* = ^ 

übergeht, was auf 6' = , , führt (so dafs z. B. der halbe Asymytoten- 

^ ^ h r 

Winkel sich ergiebt aus tan a = — = . . Macht man also 

fjiN = yf^ — ß', so giebt die Senkrechte NP die Asymytote /uP). Die 
Gleichung der Hyperbel geht also über in -5- — ^ ^ a a = 1, so 

K ' Bf 

dafs der Querschnitt in Höhe y ist 2) xIji — n g T y ^v ^ 

Die Differenz der Querschnitte ist cc'jr — x^n = y*^. Da aber die 
Diagonale juC unter 45^ geneigt ist, so ist dies der Querschnitt des 
zugehörigen Kegels. — Ausserhalb des Quadrats ist die Differenz der 
Querschnitte von Hyperboloid und Kegel negativ und führt auf 

„ ^ ^ ^ = — a^jT , und dies ist der negative Querschnitt der 

Hyperbel ^ s" == ^ ^° Höhe y > r, deren Halbachsen mit der 

der Ellipse übereinstimmen. Also ist nach oben hin die Querschnitts- 
summe der Hyperboloide gleich der des Kegels. 

20* 



308 



III. Unregtliii&fBige Yielflache etc. 



415) Macht man dabei K^ Li = KL, so geht das 
Hyperboloid in den Cylinder über, das Ellipsoid in die ein- 
beschriebene Kugel, d. h. man erhält als Sonderfall den 
Archimedischen Satz: Cylinder — Kugel = Kegel. Die 
Erweiterung des Satzes geht aber noch weiter: Macht man 
Kl Li ^ KL, so geht das Hyperboloid in ein Ellipsoid über 




Fig. 106. 



(welches im besonderen Falle zur umbeschriebenen Kug;el 
werden kann). Für beide EUipsoide ist für die Höhe h 



also die Differenz wieder D = — 5 — . 

AB CD braucht übrigens, wie das Cavalierische Prinzip zeigte 
kein Quadrat zu sein. So hat man ganz allgemein den Satz: 
Legt man durch die Ecken eines Rechtecks 
einen Kegelschnitt, der die Mittellinie zur Achse 
hat, legt ferner man in das Gebilde eine Ellipse, 
die den Kegelschnitt in den Scheitelpunkten be- 
rührt und die Höhe des Rechtecks zur andern 
Achse hat, und läfst man das ganze Gebilde ein- 
schliefslich der Rechtecksdiagonalen um diese Höhe 
rotieren, so ist innerhalb des Cylinderraumes die 
Inhaltsdifferenz der beiden Kegelschnittskörper 
gleich dem Kegelinhalt. 



Die Priflmatoide etc. 



309 



416) [Dieser Satz lässt sich noch erweitem, indem man 
an Stelle der inneren Ellipse eine Hyperbel mit denselben 
Achsen setzt (vgl. Fig. 105), nur gilt dann das Betreflfende 
anfserhalb des Cylinders für die Summe der beiden H3rper- 
boloide, im Archimedischen Falle für Cylinder imd gleich- 
seitiges Drehungshyperboloid usw. Aufserdem läfst er sich 
durch Affinität erweitem, indem man den senkrechten Kreis- 
cylinder in einen elliptischen verwandelt und diesen durch 
Cavalierische Verschiebung in einen elliptischen Schrag- 
cylinder, so dafs die Kegelschnittflächen die allgemeinste 
Gestalt annehmen. Dies sei jedoch im Hinblick auf die 
Anmerkung, in der der Satz für die einzelnen Querschnitte 
bewiesen wird, dem Leser überlassen.] 

f) Dachkörper und Paraboloid. 

417) Der in Fig. 107 auf die Schneide gestellte- Dach- 
körper ist die Hälfte des zugehörigen Rechteckskörpers. In 





Fig. 107. 



Fig. 106. 



der Höhe A ist jeder seiner Querschnitte zu berechnen aus 

1) F:F^^h:h^, 

wenn F die obere Grundfläche, h^ ihr Abstand von der 
Schneide ist. 

Soll dasselbe für den Drehungskörper gelten, der in 
den nebenstehenden Cylinder einbeschrieben ist, so folgt für 
die Querschnitte 

X 7t : XiTi ^= h : hl 
oder 
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lalten wie die zugehörigen Höben. Dies ist aber das Gesetz 


V 


A 


( 


man jener Vor- 
schrift entspre- 
chend mit hin- 
j^ länglicher Ge- 
nauigkeit kon- 

indem man auf 
der Grundlinie 


Kg. 10». 
4' 4 ' -* ' 


% 

r 


' z. B. in den 
Abständen 

von M die Lote 


16' 16 


9*1 
16 ' 


~-^; oder allge- 
16 i;. 9.7-.. 



meiner in den Abständen - 



S^A. 



«*Äj 



dxe Lote --, — r-, 
errichtet. 



418) Macht man dasselbe im 
Bchiefen Parallelc^ramm mit Hilfe 
von Parallelen zur Seite, und stellt 
man dann die horizontalen Krebe 
her, so geht man zum schrägen 
Ejeiscylinder und dem einbe- 
sobriebenen elliptischen Paraboloid 
über. Auch vom senkrechten elli- 
ptischen Kreiscylinder kann man 
au^hen und das einbeschriebene 
Paraboloid mit Hilfe ähnlicher 
Ellipsen bilden. 

Alle diese Paraboloide 
können aus dem Dachkörper 

mit Hilfe des Cavalierischen Prinzips abgeleitet 
werden. Weil letzterer die Hälfte des Rechtecks- 
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körpers ist, ist jedes Paraboloid die Hälfte des 
zugehörigen Cylinders. 

419) Stellt man zwei kongruente Paraboloide so hin, 
wie in Fig. 110, so ist die Querschnittssumme beider für 
jede Höhe konstant (gleich einer der der Grundflächen), 
Dies folgt sofort aus den beiden durch Diagonalschnitt aus 
dem Rechteckskörper entstehenden Dachkörpem. 

g) Pyramide und parabolischer Cylinder. 

420) Fig. 111 stellt eine z. B. quadratische Pyramide 
dar. Jeder ihrer Horizontalquerschnitte verhalt sich zum 
obersten so, dafs 

ist. Man bilde nun aus jedem Quadratquerschnitte der 

C 




Fig. 111. 

Pyramide ein gleich grofses Eechteck mit der Seite 6 und 
lege diese in entsprechender Höhe an das Rechteck AB CD 
(mit den Seiten J.J5== h und J.D= h^ an, so dais ein 
neuer Körper entsteht, der nach CavaJieri mit dem andern 

gleichen Inhalt hat. Für diesen ist wiederum Q : Qi = h : Äi 

oder «6 : ai6 = Ä^ : Ä? oder endlich a : ai = Ä : Äi . Letzteres 
ist wieder das Gesetz der Parabel, der Körper selbst heilst 
der parabolische Cylinder. 

Wie die Pyramide der dritte Teü des zugehörigen 
Prismas ist, ist der parabolische Cylinder der dritte 
Teil des zugehörigen Rechteckskörpers; der Rest- 
körper des Prismas ist gleich dem parabolischen 
Restkörper des Rechteckskörpers. Letzterer ist, 
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wie ersterer, gleich ~ vom Inhalte des Rechtecks^ 
korpers bezw. Prismas. Auch hier kann man vom 
schiefen Prisma bezw. Rechteckskörper ausgehen^ ohne dais 
sich etwas ändert — (Der entsprechende auf die Schneide 
gestellte hyperbolische Cylinder läfst eine so ein&che Be- 
rechnung nicht zu^ denn diese beansprucht die Zuhilfenahme 
des natürlichen Logarithmus. Auf ihn wird erst im folgen- 
den Bande eingegangen.) 

h) Das Halbtetraeder als Körper des hyperbolischen 

Paraboloids. 

Dieser Körper ist schon mehrfach zur Sprache gekommen, 
wird also hier nur der Vollständigkeit wegen genannt. 

i) Zusammenfassende Bemerkungen. 

421) Wie jede Horizontalschicht des ebenen Prismatoids 
nach der Simpsonschen Regel berechnet werden kann, so 
lässt sich nach Cavalieri jede Parallelschicht der Kugel, des 
Drehungsellipsoids, des dreiachsigen Ellipsoids, des einfachen 
Drehungshyperboloids, des einfachen dreiachsigen Hyper- 
boloids, des zweifachen Drehungshyperboloids, des zweifachen 
dreiachsigen Hyperboloids, des Drehungsparaboloids, des 
elliptischen Paraboloids, des auf die. Schneide gestellten 
parabolischen Cylinders (und seines Restkörpers), des wind- 
schiefen Paraboloids nach der Simpsonschen Regel berechnen. 
Der Schwerpunkt dieser Schichten liegt in derselben Höhe 
wie beim entsprechenden ebenen Prismatoid. Am Schlüsse des 
vorigen Abschnitts wurden die nötigen Bemerkungen darüber 
gemacht. Beispiele sollen erst später behandelt werden. 

VI. Gesehiehtliches. 

422) Während des Druckes ist bei B. G. Teubner in 
Leipzig ein Werk von Dr. M. Brückner: Vielecke und 
Vielflache, Theorie und Geschichte, erschienen. Hin- 
sichtlich der Vollständigkeit und der Ausstattung mit Figuren 
übertrifft es alle Vorarbeiten. Im Anschlüsse daran sollen 
einige Ergänzungen zu den geschichtlichen Bemerkungen 
des ersten Bandes gebracht werden, besonders zu Seite 63 
und 181—185. 
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Brückner spricht zunächst über Vielecke, so dafs auch 
planimetrische Notizen zu bea<5hten sind Genannt werden: 
Chr. Wiener: über Vielecke und Vielflache, Leipzig 1864, 
ein Werk, welches als klassisch bezeichnet wird. Eber- 
hardt, Zur Morphologie der Polyeder, 1892. Reinhardt: 
Einleitung in die Theorie der Polyeder, Progr. Meissen 1890. 
Günther: Die geschichtliche Entwickelung der Lehre von 
den Stempolygonen und Stempolyedem in der Neuzeit; in 
den Vermischten Untersuchungen zur Geschichte der math. 
Wissenschaften. Leipzig, bei Teubner, 1876. 

Den Begriff des allgemeinen Vielecks hat erst Girard 
im 17. Jahrhundert klar erfafst. Über diesen Punkt haben 
Campanus (13. Jahrb.), Bradwardinus, Eegiomontanus, 
Charles de Bouvelles, Kästner, Broscius, Meister 
(siehe unten) und viele neuere Mathematiker geschrieben. 
Über die älteren vergleiche man die Geschichtswerke von 
Cantor und Günther. Eine Schrift von Dostor: Theorie 
generale des polygones etoües, LiouvUles Journal, 3^*™® s6rie, 
t. VI 1880, wird als Rückschritt und als unvollständig hin- 
sichtlich der Litteratur, namentlich der deutschen, bezeichnet. 
Hefs: Über gleicheckige und gleichkantige Polygone, Schriften 
der Marburger Gesellschaft, Kassel 1874. Möbius, dessen 
baryzentrischer Kalkül und dessen Abhandlungen in der von 
der Leipziger Ges. d.W. zusammengestellten Gesamtausgabe 
zur Sprache kommen, hat den oben genannten Meister erst 
später kennen gelernt. Jacobi giebt eine Regel über den 
Inhalt der Stempolyeder in Crell. Journal Bd. 65. Hermes 
erläutert dort dieses Bruchstück und erweitert den Satz. 
Diese Lehren spielen in die Lehre von der Kreisteilung und 
Kugelteüung über, also auch in die Zahlentheorie, worüber 
Gaufs, Dirichlet, Richelot, Dedekind und Hermes 
zu vergleichen sind. Brückner bringt noch weitere littera- 
rische Angaben planimetrischer Art 

Stereometrisch besonders über das Eulersche Theorem 
haben noch gearbeitet: Hertzer: Über Vielecke, Vielseite, 
Vielflache in Schlömilchs Zeitschr. f. Math. u. Phys., Jahr- 
gang 11, 1886. Godt, Untersuchungen über Polyeder von 
mehrfachem Zusammenhang, Progr. Lübeck 1881. Lippich, 
Zur Theorie der Polyeder, Wiener Berichte, 1884. Hessel, 
Nachtrag zum Eulerschen Lehrsatze über Polyeder, Crell. 
Journal 8. Dingeldey: Topologische Studien, Leipzig 1890. 
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Kaschig: Zum Eulerschen Theorem der Polyedrometrie, 
Festschrift des Gymn. Schneeberg, 1891. Reinhardt: Zu 
Möbius* Polyedrometrie, Berichte der Sachs. G. d. W. 1885, 
Seite 106. Catalan: Memoire sur la theorie des polyedreSy 
Journal de TEcole, Heft 151, 1865, Seite 1—71, erhielt 1862 
den Grand prix de l'Ac. Letztere hatte folgende Aufgabe 
gestellt: „Perfectionner en qudque paitU important, la theorie 
geomeirique des polyedres." Die Arbeit zieht Folgerungen aus 
dem Eulerschen Satze über die Polyeder. A. L. F. Meister 
schrieb 1785, ohne sich auf Euler zu beziehen, seine Com- 
mentatio de solidis geomehicis, Göttinger Comm. math. VII. 
Über die Geschichte des Eulerschen Satzes vergleiche mau 
neben Baltzer noch Jonquiferes in den Compt. Rend. 
Bd. 110 von 1890, Seite 261, 315, 677, und Enneströms 
Bibl. math. 1890, Seite 43. Hessel: Quaestiones stereo- 
meirieae, potissimmn ad theorema JEJuieri de numeris planorum 
superfidaUum, canthorum et a^cuminum m polyedris spedantes, 
Marburg 1831; van Swindens Elemente (Jacobi), Jena 1834. 
Keidts Elemente bringen den nur für konvexe Polyeder 
gültigen Beweis nach Eulers Methode (Zerlegung iu Tetraeder), 
UHuilier erweiterte ihn für konkave Polyeder, vergl. Me- 
moire sur la polyedrometrie contenant tme demonstration du 
Theoreme d^Euler sur les polyedres, et un, eocamsn des diverses 
exceptions auaoquelles ce fhä/reme est assujetti; Extrait par 
Gergonne, Ann. de Math. XIII, 1812/12, Seite 13. Das- 
selbe leistet Seidelin: Beuns for en Satning of Stereo- 
metrien, Tychsen Tidskr. VI, 22, 1870. De Jonquieres 
giebt eiuen dem Eulerschen entsprechenden Beweis, ohne 
jedoch Eulers Abhandlung gekannt zu haben. Kirkman: 
On the Bepresentation and EnumeraMon of Polyedra, Mem. 
of the Lit. and Phüosoph. Society of Manchester, 2*^*^ ser., 
vol. XII, 1855, Seite 47, giebt einen originellen Beweis mit 
Hilfe eiuer Art des Zerschneidens. Hess eis Abhandlung 
in Grell. Journal Bd. 8, Seite 13, zeigt, dafs Eulers Satz 
auch bei gewissen Zusammensetzungen Eulerscher Polyeder 
bestehen bleibt. Steiner giebt ohne Kenntnis des L'HuiHer- 
schen Beweises einen ähnlichen. Auch der von Hoppe: 
Archiv Bd. 63, 1879, gelieferte gehört hierher; ihn haben 
Henrici-Treutlein und Bork in ihre Lehrbücher auf- 
genommen. Der von Legen dre in den Elements de Geom. 
(8. Ausgabe 1809) gegebene Beweis nimmt den Satz vom 
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Inhalte sphärischer Vielecke zu Hilfe, ebenso Meier Hirsch 
Bd. 2, Seite 93, und das grosse Werk von Hefs über die 
Kugelteilung, Leipzig 1883. Diese Beweise gelten aber nur 
für konkave Polyeder. Weitere Zerschneidungsbeweise geben 
noch Cauchy 1811, Grunert in Grell. Journal ü, Seite 367, 
Thieme (vergl. Baltzers Elemente), v. Staudt: Geom. der 
Lage. Bei Brückner lese man noch nach, was Cayley, 
Perrin, Becker, Jordan, Möbius in der Theorie der 
elementaren Verwandtschaft, Bertolotti und Listing über 
das erweiterte Eulersche Theorem geschrieben haben. Ins- 
besondere haben Legendre und Cauchy über die Bestim- 
mungen eines Eulerschen Polyeders durch x- Stücke (Glei- 
chungen) bezw. durch sein Netz und Möbius über gewisse 
Kantengesetze geschrieben. Fr. Roth, Beiträge zur Stereo- 
metrie, Progr. Buxtehude 1890, bespricht Vielflache „von der 
Art A = 1", d. h. er zeigt, dals jedes konvexe Eulersche 
Polyeder Polarecken giebt, deren Smnme gleich einer ein- 
zigen Kugel ist, während bei den konkaven diese Summe 
gröfser als 1 ist. Daran schliefst Brückner die Betrachtung 
der polaren Reziprozität, der isomorphen, allomorphen und 
autopolaren Vielflache und die Möbius sehe Darstellung der 
Vielflache, wozu zahlreiche Beispiele gegeben werden. 

Im Anschlufs an diese Sätze wird eine ausführliche all- 
gemeine Theorie der Eulerschen Vielflache gebracht, wobei 
noch Breton, Kirkman, Poinsot, Hermes und Schön- 
fliefs Erwähnung finden. 

In dem Abschnitte über besondere Eulersche Viel- 
flache werden gleichflächige, gleicheckige, halb- 
reguläre und reguläre unterschieden. 

' Die Litteratur über die regelmäfsigen Vielflache, über 
die halbregulären und Poinsotschen ist eine überreiche. 
Aufser den schon angeführten Namen und Arbeiten seien 
folgende genannt: August: Konstruktion der regelmälsigen 
Körper nach einer für alle übereinstinmienden Methode, Progr. 
1854 des Kölln. Realgymnasiums zu Berlin; Sohnke: Kon- 
struktion der fünf regulären Körper, Grunerts Archiv, 
Bd. 47, 1867; Stegell: Note an the regulär solidSy Edin- 
burg, M. S. Proc. VH 66; L'Huilier: Mem. sur les solides 
regid. Geog. Annales, Bd. IH, 18*2^13, Seite 233; Schöne- 
mann: Über die Konstruktion und Darstellung des Ikosa- 
eders und Sterndodekaeders, Schlömilchs Zeitschrift, 1873, 
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Seite 387 spricht über gewisse Acfasenverhältnisse und giebt 
eine Fadenkonstruktion für das Ikosaeder; Th. Hügel: Die 
regulären und halbregulären Polyeder, Neustadt a. d. H., 
bringt 113 stereoskopische Figuren; O. Löwe: Über die 
regulären und Poinsotschen Körper und ihre Inhalts- 
bestimmung vermittels der Determinanten, München, 1883; 
Zeppenfeld: Beitrag zur Projektion der regelmäfsigen Poly- 
eder, Progr. Elberfeld, 1884; H. Wiener: Herstellung der 
Platonischen Körper aus Papierstreifen, Katalog der Mün- 
chener Ausstellung der deutschen Mathematikervereinigung, 
1893, Nachtrag, Seite 52. 

Brückner bringt die Berechnung aller Archimedischen 
Körper auf Seite 132 bis 139 und giebt eine konsequente 
Einteilung der gleicheckigen und gleichflächigen Viel- 
flache, wobei auch die dualistische Nebeneinanderstellung 
zur Anwendung kommt. Die erste Hauptklasse wird aus 
dem n-seitigen Prisma (bezw. der w-seitigen Doppel pyramide) 
abgeleitet, die zweite aus den regelmäfsigen Vielflachen. 
Jede zerfällt in mehrere Ordnungen und weitere Unter- 
abteilungen, so dafs die Übersicht wesentlich erleichtert 
wird. Verwiesen wird u. a. auf Groth: Physikalische 
Krystallographie, Leipzig, 1885 und im Hinblick auf die 
Kugelnetze auf Catalan und Hess. 

Aus dem reichhaltigen Litteraturverzeichnis kann hier 
nur Einiges mitgeteilt werden. Schon Luca Paciulo giebt 
in dem Buche über die Divina prqporfione Modelle der regel- 
mäfsigen imd vieler abgeleiteten Körper an, zu denen 
Leonardo da Vinci die Zeichnimgen geliefert hat. 
Albr. Dürer zeichnet auch die Netze für die regelmäfsigen 
und für acht Archimedische Körper in der „ unter weysung". 
Wenzel Jamitzer leitet im Jahre 1568 aus den regel- 
mäfsigen Körpern „ohne Endt gar viel andere Körper** ab. 
Fran9ois de Foix-Candalla fügt seinen EukUdausgaben 
von 1566 und 1578 einige halbregelmäfsige Körper bei, 
z. B. das „Hexoctaedron** und das „Ikosidodekaedron". Kepler 
beschreibt in der „Harmonice mundl*' imter anderem das 
RhombenzwöMflach und das Rhombendreifsigflach und die 
13 Archimedischen Körper. Marpurg giebt 1744 in den 
Anfangsgründen des Progressionskalküls usw. Netze der 
Archimedischen Körper, die er, weü sich Kugeln um sie 
beschreiben lassen, als „corpora regtdosa sphaerica*^ bezeichnet, 
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was in gleicher Weise mit den reciproken Körpern hätte 
geschehen sollen, denen sich Kugeln einbeschreiben lassen. 
Kaestner: De corporilms polyedris data lege irregular^mSy 
Comment. Goetting., 1783/84 VI, Seite 3, 1785/86 VIH, 
Seite 3 des 2., Seite 30 des 3. Teils, 1787/88 bespricht 
die Archimedischen Körper gründlich und zum erstenmal 
wirklich erschöpfend in analytischer Darstellung, auch giebt 
er ihnen bestimmte, aus dem Griechischen abgeleitete Namen. 
Wie aus der Abhandlung: De corporilms regularibys ab- 
scissis et elevatis, Comment. Goetting. XII 1793/94 hervor- 
geht, ist er durcli die Abhandlung Paciulos zu seiner Arbeit 
angeregt worden. Das abgeschnittene Oktaeder und Hexaeder 
hat er schon in der Abhandlung: De sectionibus solidorum, cry- 
stallorum structvrum illustrantibus in Comm. Gofetting. VI be- 
handelt. Sidonne: Recherches sw les pölyedres, Gerg. Ann. 
IX 1818/19, Seite 321; Badoureau: Mem, swr les figures 
isosceles, Compt. Rem., Heft 69, (1878); Hohl: Die Lehre 
von dem Polyeder, Tübingen, 1841, J. H. T. Müller: Lehr- 
buch der Math. H. betrachten den Gegenstand ebenfalls. 
Auf die Heinzesche Programmschrift, Cöthen, 1868, sei 
noch einmal aufmerksam gemacht, ebenso auf Hesseis 
grofsen Artikel „KrystalF in Gehlers Physik. Wörterbuch. 
Bravais: Mem. sur les polyedres de forme symmetrique, 
Liouvilles Journal 14; Feder ow: Grundlagen der Morphologie 
und der Systematik der Polyeder, St. Petersburger Miner. 
Ges. XXX, 1893; schon friiher, 1885, hatte er über die 
Elemente der Gestaltenlehre in derselben Zeitschrift, Bd. 21, 
1 — 279 geschrieben. Seine Einteilungsgrundsätze weichen 
von denen Eberhards wesentlich ab, ebenso die Be- 
zeichnungen. Bezüglich der Priorität hinsichtlich der konse- 
quenten Einteilung sind aber He s sei und Hess voran 
zustellen. Die Jordansche Einteilung giebt Brückner in 
Anhang I ausführlich wieder. 

Auf Seite 176 bis 179 giebt Brückner Geschicht- 
liches überdie Stempolyeder u. dgl« Die Ansicht Bertrands, 
Kepler habe das eigentliche Wesen der Vielflache nicht er- 
kannt, wird abgelehnt. Cauchys Arbeit wird über die von 
Poinsot gelieferte gestellt. Cauchy läfst die Körper durch 
Verlängerung der Seiten regelmäfsiger Vielflache entstehen und 
beweist, dafs nur vier regelmäfsige Vielflache höherer Art 
möglich seien. Bertrand: Note st4r la üieorie des polyedres 
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regidiers, Comptes Bendus^ 46, 1858 macht keinen be- 
sonderen Fortschritt, wohl aber Cayley; On Poinsots new 
Begtdar Solids, Phüos. Mag., vol. XVIl, 4*« Serie, 1859, 
Seite 123. Er geht auf die Art der Vielecke ein und er- 
weitert die Eulersche Gleichung zur folgenden: 

wo a die Art der Ecken und a die Art der Flachen be- 
deutet, auch verbessert er einige Poinsotsche Formeln. 
Die genannte Gleichung gilt für alle regulären Vielflache 
höherer Art. Seine Bezeichnungen werden als nicht glücklich 
gewählt bezeichnet Wiener giebt iu der schon genannten 
Arbeit zum erstenmal musterhafte Zeichnungen nach Mo- 
dellen und dazu die Netze der Körper. Hügel folgt mit 
den schon genannten stereoskopischen Abbildungen und 
hält das konkave Stemdodekaeder irrtümlich für einen 
Poinsotschen Körper. Hess giebt 1876 zwei Formeln 

allgemeiner Geltung, 2A=2!a — p bezw. p=—2n-\-2!k — 2!a 

woraus folgt 2A^= Za + 2a — K — Zlz. Die letzte Formel 
wird jetzt allgeraein als der erweiterte Eulersche Satz be- 
zeichnet. Diese Formeln gelten für alle konvexen und nicht 
konvexen Vielflache, welche das Möbiussche Kantengesetz 
(Zweiseitigkeit) erfüllen. Badoureau giebt diese Ver- 
aQgemeinerung erst im Jahre 1878, erwähnt jedoch frühere 
Arbeiten von Rouchö und de Comberousse, die sie 
für den Sonderfall der regulären Vielflache bewiesen hätten. 
Becker liefert einen neuen Beweis in Schlömilchs Zeit- 
schrift, 1874, Seite 459. Möbius betrachtet die regulären 
Körper höherer Art in selbständiger Weise, vergl. Ges. Werke, 
H, Seite 555. Die Arbeit von Lesekamp, Progranmi 
Chemnitz 1887 scheint Brückner entgangen zu sein. 

Bezüglich der gleicheckigen und gleichflächigen 
Kugelnetze und der Konstruktion der entsprechenden Körper, 
die den Schlufsteil des Werkes von Brückner ausfüllen, 
übertrifll dieses jede andere Zusammenstellung. Die schon 
genannten Werke von Hess imd Bravais imd die Ab- 
handlungen von J. Pitsch: Über halbreguläre Stempolyeder, 
mit einer Einleitung über die Beziehungen zwischen den 
halbregulären und den ihnen polar zugeordneten Polyedern, 
Zeitschrift für Realschulwesen, Wien, 1881, Jahrgang VI, 
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Seite 9—24, 72—89, 216 bilden die Grundlage. Den ge- 
schichtlichen Bemerkungen dazu ist ein besonderer Ab- 
schnitt gewidmet. Dabei wird auf verschiedene Arbeiten 
von Hess, die in den Marburger Schriften erschienen sind, 
aufmerksam gemacht. 

Da Brückners Werk besonders das morphologische 
Element betont, bleibt für die eigentlichen Berechnungen 
noch sehr viel zu thun. An Übungstoff mangelt es also 
nicht. Man kann jedoch behaupten, dafs mit dem Werke 
ein erster Abschlufs für die Systematik der Polyeder erreicht 
ist. Ob die Untersuchungen über die höheren Polyeder auf 
die Zahlentheorie von ähnlichem Einflüsse sein werden, wie 
die Gaufssche Theorie der Kreisteilung, mufs die Zu- 
kunft lehren. Jedenfalls werden sich zu dieser und zur 
Punktionentheorie mancherlei Brücken schlagen lassen. Ins- 
besondere giebt jeder der betrachteten Körper Veranlassung 
zu Übungsaufgaben über konforme Abbildungen auf Kugel 
oder Ebene, durch die vielleicht neue Gesichtspunkte 
funktionentheoretischer oder gruppentheoretischer Axt ge- 
wonnen werden. 

Über die Berechnung der Polyeder seien im Anschlufs 
an Baltzer noch folgende Bemerkungen gemacht. Schon 
bei Euklid findet man den Satz, dafs Prismen von kon- 
gruenten Normalschnitten iuhaltsgleich sind, wenn sie gleiche 
Längenkanten haben, Eukl. XI. 28. Man vergleiche dazu 
noch Cavalieri, Bretschneider Geom., J. H. T. Müller 
und andere. 

Haben zwei Parallelflache gleiche Grundfläche und 
Höhen, so sind sie inhaltsgleich. Dieser Satz findet sich 
schon bei Euklid XL 31. Baltzer beweist ihn nach der 
Methode von Müller. 

Über Cavalieri ist in Bd. I ausführlich berichtet. 
Schon Kepler (Stereometria doliorum 1615) zeigt vor ihm 
Anfänge des nach Cavalieri genannten Prinzips, mit dem sich 
auch Fermat beschäftigt hat Nach Baltzer ist es auf keine 
Weise gelungen, die Inhaltsgleichheit zweier Pjrramiden von 
gleichen Grundflächen und Höhen durch bloise Zerlegung 
beider Körper zu beweisen. Eudoxus soll als erster den 
Pyramideninhalt berechnet haben (Euklid giebt den Satz 
in Xn, 7). Darüber berichtet Archimedes in der Ein- 
leitung des ersten Briefes über Kugel und Cy linder. Eudoxus 
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war Zeitgenosse des Plato. — Eine jedenfalls wichtige 
Arbeit von Cauchy und eine ebensolche von Feuerbach 
über das Tetraeder sind mir leider nicht zugänglich geworden. 

Über die Inhaltsberechnung der Vielflache, die der 
R^el J'=« ß (f^+ ö + 4-8f) gehorchen, veigleiche man 

Meier Hirsch, geom. Angaben, TL, 102, 155, 189, wo 
jedoch komplizierte Bechnungen benutzt werden. Steiner 
hat die letzteren in Grell. Journal, Bd. 23, Seite 275 er- 
heblich vereinfacht und dabei auch den vorher von Koppe 
in CrelL Journal 18 bekannt gegebenen Satz über die Obe- 
lisken einfacher bewiesen. Man vergleiche auch Grüne rts 
Archiv 9, Seite 82, Brix, Grell. Journal, Bd. 25 und August, 
Grell. Journal, Bd. 60. 

Die Halbierung des Tetraeders durch die besprochenen 
windschiefen Flächen scheint zuerst von Tinseau bemerkt 
zu sein, der 1780 in den Mem. de Math, et Fhys., Bd. 9, 
Seite 612 den Inhalt gewisser Prismatoide durch Integral- 
rechnung berechnete. Meier Hirsch, Möbius im baryc. 
Kalkül, imd Steiner an der oben genannten Stelle behandeln 
denselben Gegenstand. 

Die Formel über den Pyramidenstumpf schreibt Baltzer 
dem „Leonardo Pisano" zu, der sie in der pradice geo- 
metrice, Seite 113 behandelt haben soll. 

Über die Geschichte der Simpsonschen Regel id ihrer 
allgemeineren Bedeutung soll erst später berichtet werden. 
Hier sind nur die einfachsten Sonderfälle zur Sprache ge- 
kommen. Nur folgendes sei erwähnt: 

Ausführlicher werden die Prismatoide behandelt in 
einem älteren Programm der Bochumer Provinzialgewerbe- 
schule von Hilger Grethen über die Simpsonsche Regel, 
auch in den Lehrbüchern von Wittstein, Koppe, Kom- 
merell-Hauck und dem schon genannten Heinze-Lucke. 
Besonders sei der Leitfaden der Stereometrie von Gusserow, 
(Berlin, bei Springer) für die Stereometrie und Projektions- 
lehre hervorgehoben, der im Anschlufs an das Programm 
1882 der Dorotheenrealschule in Berlin „über die Inhalts- 
ermittelung der Körper aus ihren Projektionen" mit Hilfe 
der darstellenden Geometrie an die Körperberechnung geht. 



\ 
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Er findet dabei für das ebenflachi^ Prismatoid einfadftei 
wenn auch nicht besonders brauchbare Formeln, z. B. 

Die erste ist sehr leicht zu beweiaen. In ihr bedeutet G 
die <jrundfläche^ D die dbere fläche^ die algebraische 
Summe der Projektionen der Seitenflächen, die mit der oberen 
Fläche euie Kante gemein haben, U diesdbe Summe för 
die Seitenflächen, die mit der unteren eine Kante gemein 
haben« Projektionen d^ Seitenflächen sind {)08itiv, wenn 
diese sämtiidi auch innen geneigt sind, negativ, wenn sie nach 
auTsen geneigt sind. 

Über die Schwerpunktlage, die dbenfalls erst im 
folgenden Bande zur eigentlichen Geltung kommt, »ei nur 
folgendes Historische bemerkt: 

Schon in den Büchern des Archimedes über die 
schwimmenden Körper kommt der Schwerpunkt zur Sprache, 
auch für zusammengesetzte Körper. Später schrieb über 
diesen Gegenstand Commandinus: De cmiro grcmtatis, 1565. 
Dafs der Schwerpunkt der Pyramide ihre Schwerlinie im Ver- 
hältnis vx)n 3 : 1 teilt, soll sdbon vorher von Leonardo da 
Vinci, 1452 — 1519, gefunden sein, über dessen Leistungen als 
Techniker und darstellender Geometer z. B. in den Beiträgen 
zur Geschichte des Maschinenbaues von Th, Beck (Springer 
in Berlin, 1899) ausführlicher berichtet wird. Wahrend die 
älteren Werke den Schwerpunkt mechanisch auffassen, 
z. R auch das von Guldin, dem wir die Regeln über Drehungs- 
körper verdanken, wird dieser zuerst in der Bolyganometrie von 
L'Huilier (1789), dann in Carnots Geometrie de Positian 
(1803) und im barycentrischen Kalkül von Möbius rein 
geometrisch definiert und behandelt Die mechanische Auf- 
fassung ist aber ein so vorzügliches Hilfsmittel für die Vor- 
stellung und die Ausdrucksweise (z. B. der Ausdruck statisches 
Moment), dafs sie nicht vollständig vermieden werden sollte. 
In des Verfassers Ingenieur-Mathematik, Bd. I (Leipzig bei 
Teubner) findet man mancherlei Material auch über die 
Trägheitsmomente der Flächen und Körper und ihre stereo- 
metrische Veranschaulichung. Einiges davon ist in das 
Method. Lehrbuch der Elementannathematik (Leipzig bei 
Teubner, 3 Bände) aufgenommen. Bemerkenswert sind in 

Holzmüller, Stereometrie, n. 21 
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dieser Hinsicht auch die Au^abensammlungen von Meier 
Hirsch und Magnus. Über Inhalt und Mantelfläche der 
Prismen- und Cylinderhufe, deren barycentrische Be- 
handlung in Bd. in vorgenommen werden soU, vergleiche 
man Gregorio a. St Vincentio (Opus geom. 1647), der 
dabei den Schwerpunkt allerdings nicht benutzt. Dafs 
Meier Hirsch den Satz vom Mantel des Cylinderhufs nicht 
korrekt behandelt, darauf haben Steiner, Zehme (Geometrie 
der Körper) u. a. aufmerksam gemacht. — Die Sammlung von 
Aufgaben aus der Hoffmannschen Zeitschrift für Mathe- 
matischen Unterricht bringt über das besprochene Gesamt- 
gebiet verhältnismafsig wenig Aufgaben. Zu denen, die von 
Schäwen auf Seite 916 über das Tetraeder giebt, ist zu 
bemerken, dafs die Formeln sich schon bei Steiner finden 
und dafs das Tetraeder nicht fünf, sondern acht Berührungs- 
kugeln hat. Eechenau%aben findet man in der Aufgaben- 
sammlung von Reydt. 

Während des Druckes erschien noch folgendes: 

P. Stäckel: Die Entdeckung der einseitigen Flächen, 
Math. Annalen, Bd. 52, S. 598. Dort wird nachgewiesen, 
dafs die Entdeckung durch Möbius in das letzte Viertel 
des Jahres 1858 fällt, dafs sie aber gleichzeitig (und un- 
abhängig von M.) von Listing gemacht worden sei. 

F. August: Über Tetraeder, deren Seitenflächen teil- 
weise oder sämtlich gleich sind und über das Hyperboloid 
der Höhen beim gleichseitigen Tetraeder, Hoppes Archiv 
der Math. u. Phys. 2. Reihe, T. XVII, Seite 65. Dabei 
wird auf eine Arbeit von Hoppe in 2. Reihe, T. XVI 
zurückgegriffen, die sich ebenfalls mit besonderen Tetraedern 
beschäftigt. 

Auf Körper von mehr als drei Dimensionen einzugehen, 
lag nicht in der Absicht dieses Werkes. Die nötigen 
Litteraturangaben finden sich in Bd. I. 



Vierter Abschnitt. 

Die Kugel. 



1) 



I) Die wichtigsten Formeln. 

a) Inhalt und Oberfläche der Kugel. 
423) Die Formel 



ist in Bd. I, § 280 auf zweierlei Arten abgeleitet worden, 
auf zwei andere Arten im vorigen Abschnitt, die Fonnel 

2) = 4r2jr 

an erstgenannter Stelle ebenfalls auf zwei Arten. 

ß) Der Kugelabschnitt und die Kugelkappe (Segment und 
Kalotte» durch eine Ebene von der Kugel abgeschnitten). 

424) In Bd. I, § 280 war im Anschlufs an neben- 
stehende Figur gezeigt worden, dafs jeder Horizontalschnitt 
durch den Restkörper (der stehen bleibt, venn man aus 
dem Cylinder den Kegel abschneidet) JW 

dieselbe Flächengröfse hat, wie der 
in gleicher Höhe hegende Schnitt 
durch die Kugel. Folghch ist der 
untere Kugelabschnitt ebenso grofs, 
wie der gleich hohe Teil des 
Cylinders vermindert um den zu- 
gehörigen Kegelstumpf. (CavalierL) Ist nun h die Höhe 
des Segmentes und des Cylinders, so handelt es sich, da 
DO=DM=r — h ist, um 

21* 




Fig. 112. 
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IV. Die Engel 



n 



J^r^nh —[r^ + r(r — Ä) + (r — hf] 



oder um 
3) 



J-=^(3r-Ä). 



425) Femer war aa derselben Stelle gezeigt worden, 
dafs eine niedrige Schicht der Kugel dieselbe Mantelfläche 

hat, wie der zugehörige Teil des 
Cylinders. Dasselbe gilt von einer 
-^ B^ihe solcher Schichten. Demnach 
hat die vorher besprochene Kalotte 
die Mantelfläche 




4) Jf = 2rnh « jr (a^ + Ä^). 

(Da jedoch in diesem Falle unendlich 

viele Schichten von unendlich kleiner 

"^* Höhe vereinigt worden sind, soll unten 

eine zweite Ableitung der Formel gegeben werden.) Die 

Zusatzformel folgt aus r^ =* a* + (^ — W ^^^ 2r A = a* + ä*. 

Die neue Formel ist unabhängig von r. 

y) Kugelanasohnitt oder Sektor (Segment vermehrt xaa den nnt 
der Schnittfläche stehenden Kegel mit M alB Spitse). 

426) Wenn man die Kalotte (z. B. durch Meridiane und 
Parallelkreise) in sehr viele kleine Rechtecke einteilt, deren 
Ecken mit dem Kugelmittelpunkte verbunden werden, sa 
handelt es sich um eine Summe von Pyramideninhalten: 



+ •••) = g (öl + Ög +...) = 



G. 



\ 3 "^ 3 "^ 3 ' "7 3"^^ ' ^"^ ' '"' 3 

wo G die Fläche der Kalotte ist. Setzt man deren Wert 
aus 4) ein, so folgt 

5) J^-r^nh ^-g^. 

427) Der Sektor läfst sich auch berechnen als die 
Summe von Segment und Kegel. Für letzteren ergiebt sich 

als Inhalt ~ DB^ • DM. Hier ist DJf « (r — ä), also 

I)& = r^ — {r — hy = 2rh 



Die wiobtifBien Formeln. 
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Man etbSlt also 
Segmeiit + Kegel 



n 



Ä2 



(3r — Ä) + 



7t{r — h) 



(2rh — h% 



Dies giebt als Lüialt des Sektors^ 
wie vorher 

6 

428) Aus diesem unabhängig 
von Gleichung 4) gefundenen ^ 
Werte folgt durch die vorher be- 
sprochene Zerlegung in Pyramiden 

r 2 
G:^^-jir^h oder G^lrnh 

als Mantelfläche der Kalotte^ wodurch die Formel 4) bestätigt 
wird. Andere Ableitungen sollen in den Übungen mit Hilfe 
der Simpsonschen Regel gegeben werden. 




Fig. 114 



d) Kugelschioht und Kufirelsone (dnroh awei parallele Ebenen 

abgeaolmitten). 

429) Die durch jr 

COiDiD angedeutete 
Kugelschicht ist inhalts- 
gleich mit dem Rest- 
KÖrper, der vom Cylioder 
AA^B^B stehen bleibt, 
wenn man aus ihm den 
Kegelstumpf EE^F^F 
ausschneidet, es ist also Fig. 115. 




J =r Ttr^h 



7t 



3 
7ih 



{GE* + GE'HF+ EF^) 



= „r^h — -—{2GJS» + 2GE - HF+ HF^) 



6 
nh 



= nr^h — ^[3GF» + SHF* —{GE» — 2GE' HFrh HF*)] 



= nr^h — ^ [3 GE^ + 3SF^ — {GE — HF)^]. 
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Hier ist GE — HF^ GM — HM^ GH^ h. Setzt maa 
femer die mefsbaxen Radien der Schicht HD = a und 
GC=bt so folgt durch Verbindung von D und C mit Jif, 
dafs HM^ ^r^ — a^=^ RF^, GM^ = r« — 6^ _ qE^. 
Durch Einsetzung dieser Werte erhält man 

J^ Tir^Ä — ^[3r2 — 3a2 + Sr^ — Si« — Ä«] 
oder endlich 

6) er=^[3a2 + 362 + Ä2]. 

430) Sind statt üy b und h die Langen r, h^^ h^ ge- 
geben, so erhält man den Inhalt der Schicht als Unterschied 
der beiden Segmente, die zu h^ und h^ gehören, d. h. es 
wird 

7) J=^[hl(3r-h,)-Ji^{3r-h,)l 

Es ist eine nützliche Übung, diese Formel in die vorige 
überzuführen. Sie formt sich um in 

J-=^[3r(Ä?-Äj)-(Äj-Ä5)] 
= I [3r (A, + h) ih -h)- (Äi - h) (Ä? + hh, + Ä|)] 
= ^ [3r (Ai + Ä,) - (A? + AA + rl)] 

= ^ [6r (Ai + A^) - 2 (ä! + AA + ä|)] . 

Nach bekanntem Sehnensatze ist Ä^ (2r — ä^) = a^, also 
Ä^2r = a* + Äi, ebenso Ä2 2r = 6^ + Ä|, also 6r(Ai+A2) 
= 3a^ + 36^ + 3hl + 3ä|.' Einsetzimg dieses Wertes giebt 

jr_ !^ [Sa' + 3b' + {h\ - 2hh, + K)] 

=-^[3a^ + 362 + (h,- Ä2)2] ==^[3a2 + 3b^ + h^]. 

431) Ist 6 = 0, so erhält man eine neue Formel für 
das Segment, nämlich 

8) Segment = J = ^ (3 a« + h^). 
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Diese Formel hat den Vorzug, dafs Ä und a am Körper 
gemessen werden können, was mit r in Gl. 3) nicht der 

(1% _[_ ^2 

Fall ist. Man findet sie aus. 3) mit HUfe von r = — -^ — • 

432) Die Zone ist der Unterschied zweier Kalotten, 
die Mantelfläche wird also 

oder, wie aus Fig. 113 zu erwarten 

9) -af = 2rnh. 

Danach ist es leicht, die Kugel durch Parallelschnitte in 
flächengleiche Zonen zu zerlegen. 
Man kann auch schreiben: 



M^ 7ii{a^ — 62 _ Ä2)2 ^ 4a2Ä2. 

Sind nämlich a^ h, h gegeben und setzt man in Fig. 115, 
MH= y, so folgt aus r^=^a'^ + y^ und r^ == &» + (A + yf 
durch Gleichsetzung der rechten Seiten 

y- — 2Ä — ^ 

^^^ a2 - 62 - 

r2 = a2 H 



2A 
Dies ist in Jf = n^jAr^h^ einzusetzen. 

b) Der Meridianstreifen oder das Kugelsweieok. 
Das sphärische Dreieck und die BUgehörig^en Körper. 

(Vgl. Bd. I, Abschnitt 5 a.) 

433) Bezeichnet man die Oberfläche der Kugel mit 0, 
und schneiden sich die das Zweieck begrenzenden Meridiane 
unter a^^ so ist die Fläche des Zweiecks zu berechnen aus 
jP : = a^ : 360^ so dafs, wie in Bd. I gezeigt wurde, 



Hier ist a der zum Winkel a^ gehörige Bogen des Einheits- 
kreises, der sich aus a : 2jr = a^ : 360^ ergiebt. 

434) In Bd. I, § 278 ist gezeigt, dafs, wenn a», ß^, y^ 
die Winkel des Dreiecks sind. 
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11) j^^Q «° + /?° + r''-i80° ^ a + ^ + y-^ 

^*' ' 720» ^ 4« 

ist. Man kaan d«f8r schreibea 

wobei E der ^ in Winkelgraden bezw. als Bogen gemessene 
Überschufs (ÜberschuTs über 180^ bezw. 2ji) oder Exoefa 
ist (qO + ßo + yO — 180» muis kleiner bleiben, als 720o, 

also a<^ + ßo + yO ^ 10 Rechte; a + ß + y <b7i; E^ < 720O; 

1B < 47t.) 

435) Verbindet man alle Gremipunkte von F mit dem 
Mittelpunkte der Kugel, so erhalt man das körperliche 
Kugelzweieck besw. Kugeldreieck, von denen das 
erstere bisweilen als Kugelkeil^ das andere als Kugelpyramide 

bezeichnet wird. Da man nur mit — zu multiplizieren bat, um 

den Inhalt zu erhalten^ so ergiebt sich 

12) «'* = «^Ä' 

13) J^^J^±14±ZJ1, 



4jr 



Die Formeln der eigentlichen sphärischen Trigonometrie 
sollen besonders bebandelt werden. 

II) Einige Obungsaufgraben über die Grundformeln. 

a) Einlkolie Inhaltsbereohniiiigen, Itibaltstellungen und 
Mtttettchauflsabeiiy Gewichts- und BCassenbereehnuBgen. 

436) Die Segmentformel soll mit Hilfe der 
Newton-Simpsonschen Kegel abgeleitet werden. 

Auflösung. Der Schnitt in Höhe o hat die Fläche 

U=o, der Schnitt in Höbe h die Fläche = a^7i 

k 
= Ä (2r — h) JT, der Schnitt in Höhe — die Fläche 



M: 



K-D- 



Einige ÜbongMo^aibw über die Onindformeln. 

Setzt man dies in die Formel 

, h 
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ein, so folgt 



6 



{U+0 + 4M) 



J-^(3r-Ä). 



437) Die Formel für die KugeUchioht soll mit 
Hilfe der Newton-Simpsonschen Regel abgeleitet 
werden. 

Auflösung. jlf- 

2) r* = 62 + (Ä + y)a ^-^ r/ 
= 6« + A« + y» + 2Äy. 

Durch Gleichselzung folgt 

3) %y^t ^_^. 



J9^ 




Fig. iie. 



Femer ist 



(2 



•2 



-(l + y)' =-(a^+y^)-(^ + Ay + y^) 



, Ä2 , ^ Ä« a« -- 6» — 



»2 



^"2"*" 2"*"T' 



also 



Nun ist 



4a?2-«2a» + 262 4.Ä2. 



J-|(ü'+0 + 4Jf) 
also 



7li 



[fc* + a« + (2a2 + 26» + ä«)], 



JT 



438) In jede Kugelschicht ÄÄ^BiB lafst sich 
ein Kegelstumpf mit denselben Grundflächen ein- 
setzen bezw. aus der Schicht ausschneiden. Der 
Bestkörper soll berechnet werden. 
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IV. Di« Engel. 



Auflösung. 
J= Jj _ J, = ?^[3o« + 36« + A«] - ^[«2 + 6» + oft] 

= ^[a« + 6« - 2a6 + A«] = ^[(«-6)2 + A*] = ^«2, 

wo s die Seite des K^elstumpfs ist. 

Ist im besonderen Falle a =- &, so wird s senkrecht 
und gleich h, und 

•'='"6 ^3l2J"' 

d. h. unabhängig von r und gleich einer Kugel ^ die h als 
Durchmesser hat. [Dieser Fall findet Anwendung in der 
Praxis. So sind z. B. Kegulatorkugehi oft mit zentraler 
cjlindrischer Bohrung versehen^ damit sie leicht an den 
entsprechenden Stangen befestigt werden können. Auch die 
kegelförmige Ausbohrung kommt vor^ wenn auch nicht genau 
in obiger Form, sondern (wie z. B. beim Hahn) so, dafs die 
Grun&ächen des Kegels etwas kleiner sind, als die der 

Kugelschicht. Bei cylindrischen 
Durchbohrungen der Kugelschicht 
ist auch häufig der Durchmesser 
des Cylinders etwas kleiner. Die 
Berechnung ist leicht 

439) Schwieriger sind ex- 
centrische Bohrungen zu be- 
handeln, bisweilen sind jedoch 
elliptische ohne Schwierigkeiten 
zu berechnen. 

In Fig. 117 sei MÄ==r, 
AB=-h, A^B^ = Äi. Mit ÄA^ 
und jBjBi als Durchmesser mögen 
Kalotten von der Kugel abgeschnitten sein, die einen 
elliptischen Cylinder ABB^A^ geben. Der nach dem Aus- 
schneiden dieses Cylinders übrig bleibende Körper soll 
berechnet werden. 




Fig. 117. 



Auflösung. 



MC 



==p 



Ä2 
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und -, I ^ 

geben 



1) d=.y.._^_]/;ri|^v^>---^--)^^^iEg. 

Daraus ergiebt sich 

„ . _ ^ _ ^^i 

Der schief abgeschnittene Cylinder ÄÄ^B^B hat den Inhalt 

ox ^t dsh + \ 
ö) o = 7t-g 2 — . 

Die Höhe des durch ÄÄ^ bestimmten Segmentes ergiebt 
sich aus 1^1 = Äg (2r — Äj) als 



Äg 



='-i/^- 



(Das positive Zeichen würde die Höhe des gröfseren der 
durch ÄÄi bestimmten Segmente geben.) Das Segment 
hat also den Inhalt 

4) S=^[3r-h,]. 

4 
Die Kugel hat den Inhalt X = — r*jr. 

Der Inhalt des Bestkörpers ist 

j=K—2s— a 

(Die Einsetzung aller Hilf s werte sei dem Leser überlassen; 
es ist jedoch in diesem Falle bequemer, die Hilfsgröfsen be- 
sonders zu berechnen.) 

Eine kreiscylindrische Bohrung von excentrischer Lage 
würde schwieriger zu berechnen sein, weil die Schnittlinien 
ÄÄi und BBy^ dabei nicht eben werden. 

Sind AAi und BB^ ebene Schnitte von verschiedener 
Gröfse, so geben AB und A^Bi einen schiefen Kreiskegel, 
der schief abgeschnitten ist, oder einen senkrechten elBp- 
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tiflchen Kegel^ der durch KreisschDitte begrenzt ist (Vergl. 
Bd. I; Fig. 194.) Auch diese Au%abe läfst sich lösen; da 
nur von einem schiefen Ereiskegel ein ähnlicher abzuziehen ist. 

440) Den Inhalt der Hohlkugel zu berechnen. 
Auflösung. 

7- 4 o 4 b Atz / j gx 

441) In der Entfernung e vom Mittelpunkte einer kon- 
zentrischen Hohlkugel mit den Radien r und r^ wird ein 
ebener Schnitt gelegt. Der Inhalt des kleineren Segmentes 
der Hohlkugel soll berechnet werden. 

Auflösung. Für die entstehenden Eugelsegmente ist 
Ä = (r — e), Äi = (rj — e,) Es wird 

J'=.^(3r-A)-^(3r,-Ä,) 

= |[(»" — e)' (3r — r + e) - (r^ — e)» (Sr^ — r^ + «)] 
"^^ J^^[(r-ey(2r + e)-(r,-eY(2r,-e)l 

was noch weiter umgeformt werden kaniL Dabei ist e<^r^ 
angenommen. 

442) Eine Ku^el tauche bis zur Tiefe h (< 2r) 
ins Wasser ein. Wie grofs ist ihr spezifisches Ge- 
wicht? 

Auflösung. Das verdrängte Wasser nimmt d^a Raum 

W=—^{Sr — Ä) ein, der Kugelinhalt ist K^-^r^* Daa 

spezifische Gewicht p' wird 

. W h^3r — h) 
-P "" JC ~ 4r3 

443) Dieselbe Au%abe soll für eme Hohlkugel gelöst 
werden. 

Auflösung. 

^(3r-Ä) Ä»(3r_i) 



ilL (r» _ r?) * (''* - ♦'*) 



Einige ÜbungsanfgabMi über die Gmndformeln. 



333 



Dieselbe Au%abe für das Segment mit r mid h und 
für die Tiefe h^, wenn beim l^tauchen die Wölbung 
vorangeht. 

Auflösung. 



(3r — h) ' 

444) Eine eiserne Hohlkugel vom äufseren Radius r 
und dem spezifischen Gewichte 7,5 soll in chemisch reinem 
Wasser gerade noch schwimmen. Wie grofs ist der innere 
Eadius r^ zu nehmen. 

AuHösung. Es muTs sein 



4:7t 



(r«-r?)7^ = ¥^»-l 



oder 



3 8 r 
r — ri = 



3 



also 



7,5' 






445) Eine Kugelschicht von den Flächen-' 
radien a und b und der Höhe h tauche bis zur 
Tiefe h^ ins Wasser ein. Wie grofs ist ihr spezi- 
fisches Gewicht? 






r- 



'^-JZ^ 




n I 



■jJL 




Fig. 118. 



Auflösung. Aus r^^a^ + x^ und r^^b^ + {x + Ä)» 
folgt durch Gleichsetzung 

1) ^ = 2Ä • 

Der Eadius c für die Höhe h^ ergiebt sich aus 



334 ^' I>ie Kugel. 

c2=r2 - [a;+ (Ä - Äi)r=a2+ a;2 ~ [a;2+ 2ic (Ä - Äi)+ (Ä— Äi)2] 
oder 

/,2 7»2 ^2 

2) c2 = a» — (Ä — Ai)2 — 1 il-(A — Äi). 

Durch 

„. ,_Tr_ A,(36*+3c*+A0 

' ^ S: Ä(36»+3o»+A') 

ist die Aufgabe gelöst, nur ist für c^ sein Wert einzusetzen. 
Bemerkung. Will man in 3) nur die gegebenen 
Werte haben, so forme man c^ um zu 

2 aÄi + ftÄ — b hl -^ h hl — hhi 

' h / 

dann wird 

i^oi.2 , 1.2 , o 2\ 3a% + 6h^h — 3b% + 3h% — 2hhl 
(30 + hi + 3c) = ^ , 

und 

,_hi 3a^hi + 3&2 (2h — hi) + hhi (3h — 2hi) 

^ ^ "" P 3a2+362+ Ä2 ' 

446) Die Aufgaben, bei denen es sich mn vorgeschriebene 
Teilung der Kugel durch ebene Schnitte handelt, führen auf 
Gleichimgen dritten Grades. Eine solche soll hier durch- 
geführt werden. ^ 

Eine Kugel habe das spezifische Gewicht y==—. 
Wie tief taucht sie ins Wasser ein? 

Auflösung. Die Gleichung 

, Ä2 (3r — h) 



geht über in 



4^3 

1 _ x^(3r — x) 
3 — 4^:3 



oder 

1) x^ — 3rx^ + -r^ = 0. 

Setzt man y + r für x, so erhält man die reduzierte Gleichung 

2) y3_3y.2y = 
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A*3 



Setzt man r * = « und —=:b, so erkennt man^ dafs b^ — x^ 

vor, wo ein Hilfswinkel cp mittels der Gleichung 

b 3" 1 

cos <p = ;= = j= = 5" 

einzuführen ist, der sich als ^j = 70 <* 31' 44" herausstellt Die 
Lösungen yon 2) werden 

yi = 2y57cos f = 2r cos 23» 30' 35" = 1,83399 r 

y^ 2yxcos(60o~|]^ 2r cos 36^29' 25"^ l,60791r 

yg = 2y57cos (eoo + |W - 2r cos 830 30' 35" = - 0,226074 r. 

Setzt man diese Werte in x==y -\-r ein, so findet man für 
1) die drei Lösungen 

x^ = 2,83397 r, x^ 0,60791 r, a^g — 0,7739 r, 

von denen nur die letzte brauchbar ist. Da jedoch auch die 
beiden anderen Lösungen reell sind, mufs auch ihnen eine 
bestimmte Deutung zukommen. Diese ergiebt sich aus Fig. 102, 
in der sich die Kugel nach oben und unten als Drehungs- 
hyperboloid fortsetzt, wie es die Deutung der Kugel als 
ßestkörper aus Cylinder und Kegel verlangt, da die beiden 
letzteren sich ins unendliche fortsetzen l^sen. Fa&t man 
nun die Kugel als positiv, das obere Hyperboloid als negativ 
auf (Cylinder — Kegel), das untere als — (Cylinder — Kegel) 
als positiv, so lautet die Frage folgendennafsen: In welcher 
Höhe mufs man, vom untersten Punkte der Kugel 
aus gerechnet, den Horizontalschnitt führen, um 
den dritten Teil der Kugel zu erhalten. Die erste 
Lösung x^ = 2,83397 r giebt einen Schnitt, der die ganze 
Kugel giebt, von der jedoch der Hjrperboloidinhalt bis zur 
Höhe 0,83397 r abzuziehen ist, so dafs das Hyperboloid allein 

2 8 

bis dorthin den Inhalt — — Kugel = — q^^^ ^^^ -^^^ zweite 

Lösung iTg = — 0,60791 r giebt einen Schnitt, der vom unteren 
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Hjrpeiboloid eineti Teil abtrennt^ der ein Drittel von K.vtgeir' 

inhalte^ oder ^f^n als Lihalt hat. Zugleich ist damit ge- 

zeigte dafs das betreffende Hjperboloidsegm^iit von der Hohe 

0,83397 r, wenn es das spezifische Gewicht ^ hat, bis zur 

Tiefe 0,60791 r einsinkt^ wenn es mit der Wölbung voran ein- 
sinkt, dagegen bis zur Hefe 0,83397 r — 0,60791 r = 0,22606 r, 
wenn es mit der Grundfläche voran einsinkt FSr das all- 
gemeine Hyperboloid hat man für r den Wert a einzuseteen. 
Gleichzeitig ist die Au%abe gelöst, die Kugel durch Parallel- 
schnitte in drei inhaltsgleiche Teile zu zerlegen. 

447) Die allgemeine Aufgabe, wobei das spezifische 
Gewicht gleich y (< 1) ist^ führt gan^ ebenso auf die Lösui^^ea 

a;j«r(l + 2cos|j, ar^ « r 1 — 2cos (60« — |] j 

«,-r[l-2cos(60«+|)], 

wo der Hilfswinkel 9? mittels der Gleichung cos 9? = 1 — 2p 

1 1 

eingeführt wird, was bei p <^ auf den ersten, bei 2)> -^ auf 

den zweiten Quadranten führt. Wiederum ergiebt sicdi x^ 
als der einzige brauchbare Wert, während die übrigen sich 
am Hyperboloid deuten lassen. 

r = 1, jp = 0,81 giebt x^ = 1,44215 
r = 6, i? = 0,3 giebt 0:3 = 4,35909. 

Führt man für »' die Werte —,—,—,.., ein, so hat 

n n n n 

man die Kugel durch ParaUelschnitte in n gleiche Teile ein- 
geteilt. Da aber die Teilung symmetrisch ist^ braucht man 

nur — - — Werte zu berechnen. So war z. B. im vorigen Bei- 
spiele bd Teilung in drei Teile nur ein Wert zu berechnen. 

448) Taucht ein Kugelsegment vom Kugel- 
radius r, der Höhe h und dem spezifischen Ge* 
wicht jp' (< 1) mit der Wölbung voran ins Walser 
ein, so wird die Gleichung 

x^ — 3ry^ + jp'Ä« (3r — A) =« 0. 
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Dies giebt auf demselben Wege den Hilfswinkel q) aus 

r» — ^(3r — Ä) 



^^«9^ = ;T 



und die Lösungen 

a;i = r(l + 2cos|j, x^ = r 1 — 2cos(600 — |j|, 



Xo = r 



1 — 2cos(60o+|)], 



wobei nur x^ brauchbar ist. Das Beispiel 

r = 5, Ä = 3, p' = 0,8 giebt x^ = 2,644385. 

Man versuche das Entsprechende auch für die Kugelschicht 
durchzuführen. 

449) Ebenfalls auf den dritten Grad fahren Aufgaben 
wie folgende: 

.Eine Kugelschicht habe die Grundradien a und & 
und den Inhalt J". Wie grofs ist ihre Höhe? 

Auflösung. Au^ 

^[3a2 + 36« + a;2] = J' 
folgt die Gleichung 

die bereits reduziert ist. In diesem Falle ist die Cardanische 
Formel anzuwenden, welche giebt 

was die einzige reelle Lösung giebt. 

Beispiel für r = 5, r^ = 4, J^= 150 erhält man x^ = 2,23797. 

Bemerkung. Für 6 = erhält man die Lösung far die 
entsprechende Segmentaufgabe. 

Beispiel: a = 15, J=^ 822 giebt x^ = 2,3076. 

450) Ein Kugelsegment habe den Inhalt J und 
die Mantelfläche M. Wie grofs ist die Höhe? 

Holzmüller, Stereometrie. TL 22 
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IV. Die KngeL 



AuflöSQDg. 



nx 



8 



(3r — x)=- J und 2rnx = M oder r = 



M 

27ZX 



geben die Gleichung 

7lX^ 

~3~ 
oder 



\2^~V^ 



X 



3 



3Jf 



3/ 



X-rz = 



2^1 



jr 



die nach obiger Wdse zu behandeln ist. 

451) Bemerkung. Nach Cavalieri hat man mit den 
obigen Aufgaben zugleich die Angabe gelöst^ das Ellipsoid 
durch beliebig liegende Parallelschnitte in inhaltgleiche 
Teile einzuteilen, und auch die entsprechenden Eintauch- 
aufgaben für diesen Körper^ seine Segmente und seine 
Schichten sind damit erledigt. Dasselbe gilt aber nach 
Fig. 100, 101, 102 auch vom Tetraeder, von der liegenden 

Pyramide, von ihren Fort- 
setzungto und dem zweifSachen 
Hyperboloid. 

Man versuche auch über 
den Kugelsektor die ent- 
sprechenden Au^aben zu lösen. 

452) Den Körper zu 
berechnen, der entsteht, 
wenn alle Begrenzungs- 
punkte einer Kugelzon« 
mit dem Mittelpunkte ver- 
bunden werden. (Zonen- 
pyramide.) 

Auflösung. Die Zer- 




Fig. 119. 

legung in Pyramiden giebt 

1) 



J= (2r}ih) — = —r*}ih. 



Diese Formel stimmt mit der für den Kugelsektor ent- 
wickelten überein, was sich daraus erklärt, dafs die Kalotte 
ein besonderer Fall der Zone ist. 



Einige ÜbangsaQijg;mben Aber die Ghnmdformeln. 
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Denkt man sich nicht die Höhe h der Zone (bezw. 
Schicht) gegeben, sondern die eu JL und A^ gdiörigen Pol- 
abstände a und Ol, so ist A »» MG^ — MC =*• r (oosoi — cosa). 
Dadurch geht die Formel über in 



2) 



J = -^nr^ (cos a^ — cos d). 
o 



Setzt man a^ =^ 0, so folgt als neue Formel für den Kugelsektor 



3) 



J== —7ir^(l — cos a). 



Gleichzeitig sind als Formeln für Zone und Kalotte gefunden 
4) M = 2r^n (cos a^ — cos a) bezw. 5) M= 2r^7t{l — oos a). 

453) Den Körper zu berechnen, der aus dem 
vorigen entsteht, wenn man durch eine konzentrische 
Kugel vom Radius r^ einen Teil von ihm abschneidet. 
(Stumpf der Zonenpyra- 
mide.) 

Auflösung. Der ganze 
Körper K und der abge- 
schnittene Teil Kl verhalten 

sich wie r* und rj, so dafs 
K,^^ und J^K-^Ki 

Das Resultat ist also 



1) 



J-=J«(r^-r») 




Fig. 120. 



(cos Ol — COS a) . 

Wird auTserdem die Kugel durch Meridianschnitte in n gleiche 
Teile zerlegt, so ist der Inhalt des in Fig. 120 angedeuteten 
„Rechteckskörpers^^ 



2) 



J^~-n{x^ — r\) (costti — cosa). 
on 



Dies ist wichtig für die Potentialtheorie, da in dieser die 
Einteilung des Raumes in rechteckige Zellen eine bedeutungs- 

22* 
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volle Rolle spielt. Jede solche Einteilnng eotspricht einer 
Einteilnng der Ebene dnrdi ii^nd ein KoordinatensTStem 
in kleine Quadrate bezw. Rechtecke. 

ß) TechnlBohe Anvrendimgeii. 
454) Ein Niet bestehe aua einem Kugels^ment vom 

Gnmdradius a und der H^e h, und 

ans einem Cylinder vom Radius q und 
der Höhe %^. Die Gewichteformel soll 
entwickelt und das Gewicht nnter An- 
nahme des spezifischen Gewichte p be- 
redmet werden. 

Sind die MaTae in Millimetern ge- 
geben, so erhält man das Gewicht in 
Grammen. Das Gewicht einer Sendung 
von 1000 Stück soll in Kil(^rammen 
durch eine Formel angegeben werden. 
455) Die Aufgabe soll noch dahin 
Fj«.i2i. vervollständigt werden, dals neben dem 

Setzkopf auch der Scblielskopf g^ben ist, der die Form 
eines Kegels vom Gmndradius b und der Höhe h^ hat. 



Fig. ISS. Flg. 12S. 

456) Die erste Aufgabe ist dahin zu vervolletäadigen, 
dafs zwischen Cylinder und Niet ein at^stumpftcr Kegel 
mit den Radien q und Q^ und der Höhe \ eingeschaltet wird. 

456a) Die letzte Aufgabe ist so zu ändeni, dals der 
Cylinder nach unten ein wenig verjüngt, also konisch wird. 



Einige Übungsaufgaben über die Ghnndformeln. 
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Bemerkung. Das Segment der Kugel verbunden mit 
dem Cylinder kommt auch bei Dampfkesseln vor, deren 
Eaumiiüialt dann leicht berechnet werden kann. 

457) Eine konzentrische Hohlkugel mit den 
Radien r und r^ erhalte eine zentrische cylinder- 
förmige Bohrung vom Durchmesser q. Welchen In- 
halt hat der Restkörper^ welchen Inhalt jeder der 
von der Hohlkugel ausge- 
schnittenen Teile? 

Auflösung. Nach Nr. 438 
hat die zentrisch durchbohrte 



Ä2 



Vollkugel den Inhalt jt— , wo 
= r2 — ^2^ alsoÄ=2yr2 — ^2 



ist. Der Inhalt ist also 



n 



2 



8 

2v2 



^1 = J8 (r" - e'') 



8 




2\2 



= 3 ^ (^ — Ö ) • 



Fig. 121 



Davon ist abzuziehen der Inhalt der ebenso durchbohrten 
Innenkugel J^ = — jr (ri — q) . Der Inhalt der dm-chbohrten 



Hohlkugel ist demnach 



1) 



2 



8 

2x2 



8 

2x2 



J=^^\.(r-Q)-{rl-Qy\- 



Bemerkung. Der Inhalt der nicht durchbohrten Hohl- 
kugel ist 

die beiden in Fig. 124 ausgeschnittenen Teile haben demnach 
zusammen den Inhalt 



J^—J^ 



An 
~3" 



,8 



2 



8 

2x2 



2 



[{r' - rl) - {r' - qT + {rl 



-1 

2x2 



jeder einzelne also den Inhalt 
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2) 



IV. Dia Kngel. 



27r 



8 



j'-^[(r'_r^-(r«-eY + (rJ-eYJ. 



•4 -H 





Nach dieser Formel müfste in Kg. 125 jede der vier Aus- 

^ bohroDgen mit den Halb- 

d, cL da d± 
messem ^, ^ , ^ . y 

berechnet werden. Die 
Praxis betrachtet bei 
ihren Uberschlagsbereoh- 
nnngen jede Ausbohmng 
als einen Cylinder von 
der Hohe (r — r^) und 
dem Radius Qy was für 
Bohrungen, deren Durch- 
messer imVerhältnis zu den 
Kugeldurchmessem Hein 
isty gestattet werden kann, 
nicht aber bei gröfseren. 
Der Fehler kann in seiner 
Gröfse berechnet werden. 




!^# 





Fig. 126. 
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458) AnwenduDg findet dieses Grebilde bei den Kugel- 
stutzen der Dampfleitungen in Fabriken^ die den eintretenden 
Dampf nach verschiedenen Richtungen zu leiten haben. Die 
aufgesetzten Stutzen werden dabei als Hohlcylinder, ihre 
Flanschen ebenfalls als solche betrachtet. Auch dabei wird 
bei der praktischen Berechnung absichtlich die angegebene 
Ungenauigkeit gemacht (Vgl. Fig. 126.) 

Bemerkung. Die zweifach abgestutzte Hohlkugel kommt 
auch häufig bei den Milchglai^locken von Lampen vor. 

459) Eine halbe Hohlkugel von den Radien r 
und r^ habe das spezifische Gewicht ^'= 7,5. Welche 




Fig. 127. 

Last kann sie, als Schiff gedacht, tragen, wenn sie 
um die Höhe h^ über die Oberfläche des Wassers 
hervorragen soll? 

Auflösung. Die Hohl- 
kugel hat das Gewicht 

|^(r'-rj)7,5 

= 5^(/— rj). 

Das beim Eintauchen zur 
Tiefe Ä==r — h^ verdrängte 
Wasser hat das Gewicht 

-^(3r — A) . 1 



3 



(3r-r + *i) 



er::: 




344 IV. Die Kugel. 

Die gestattete Belastung ist 



n 



q = l [(*• - h,f (2r + A.) - 15 (r« 



m 



460) Krupps Ausstellungskatalog von 1893 (Chi- 
cago) giebt auf Seite 170 für einen Lokomotivdom 
folgende Mafse an: a»768mm^ & = 457mm, c=14^3mm^ 
d = 603 mm, c = 35 mm. Gewicht = 138 kg. Wie grofs 
ist d«s spezifische Gewicht des Materials? (Fig. 128.) 

Bemerkung. Nur die Flanschen sind angeschweiTst, 
das Granze ist aus einer Blechscheibe von MartinfluTseisen 
hydraulisch geprefst. 

461) Derselbe Katalog giebt für die zu einem 
Panzerturm gehörige Schutzhaube (zum Schutze des 

Geschützführers be- 
stimmt) folgende 
Mafse an: a^llOOmm, 
c = 800 nmi, d= 50 mm, 
e = 470 mm, /*= 40 mm, 
r = 650 mm, Gewicht 
1^.=: 650 kg. Das spe- 
zifische Gewicht 
desFlufseisenblechs 
(Deckpanzermaterial) 
soll untersucht 

werden. 

Bemerkung. Das 
Ganze ist aus drei 
Flufseisenblechen ge- 
schweifst und geprefst. Das Beobachtungsloch ist noch 
nicht eingeschnitten. Die Figur ist etwas vereinfacht worden. 
Auch giebt das Original statt des einen Krümmungsmittel- 
pmiktes f. zwei an, die in derselben Horizontalen liegen und 
um 1) = 132 mm voneinander entfernt sind. Sitzt die Schutz- 
haube auf der Wölbung des Panzerturms, sei es zentrisch 
oder seitlich, so durchdringen einander Kugel- und Cylinder- 
fläche, im ei4teren Falle hTebener, im ande^ in nicht ebener 
Kurve. (Daher die obige Vereinfachung.) — 

Zu ähnlichen Aufgaben, wie 460 und 461, geben auch 
cylindrische Dampfkessel mit oder ohne Flammrohre Ver- 
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anlassung. Nicht nur das Gewicht des Materials^ sondern 
auch der ganze Innenraum oder dessen von Wasser erfüllter 
Teil kann berechnet werden. Man vergleiche z. B. die Kataloge 
von Piedboeuf in Aachen-Düsseldorf und Steinmüller in 
Gummersbach und die anderer Danipf kesselfabriken, die zum 
Teil vortreffliche Zeichnungen für Übungsbeispiele enthalten. 

y) ZuBammengesetzte Inhaltsaufgaben, tmendliolie 

Kugelreihen u« dgl. 

462) Ein Kegel habe zum Hauptschnitt ein 
gleichseitiges Dreieck. Die Inhaltsdifferenz der 
ihm ein- und der ihm umbeschriebenen Kugel sei 
jD=1500. Wie grofs ist der Radius und die Höhe 
des Kegels? 

Auflösung. 



also 
also 

1) 



4 2 1 



27 27 An' 



^-m 



2) Die Dreiecksseite x bestimmt sich aus ^fS^h, also 
ist der Kegelradius: 



^=i=*y^^ 



Es wird h = 11,137, q = 6,4298. 

463) Die einbeschriebene Kugel eines regel- 
mäfsigen Oktaders habe den Inhalt K= 300. Wie 
grofs ist die Oktaederkante a? 

Auflösung. 

also 

10,172. 



a = V6|/f = 
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464) Der Inhaltsanterschied der einem Würfel 
um- und der ihm einbeschriebenen Kugel sei 
B^ 112. Wie grofs ist die Kante h des Würfels? 

Auflösung. 

also *' o /ö *' 3^ 

_ 3y3-- = — , 

also ,•/ 6^ 






= 3,7079. 



(y27-l) 

465) Der Inhaltsunterschied der einem regel- 
mäfsigen Tetraeder um- und der ihm einbeschriebenen 
Kugel sei D = 300. Wie grofs ist die Kante a des 
Tetraeders? 

Auflosung. 

" ^^8 24* ►'24~4«' 

466) Der Inhaltsunterschied eines regelmäfsigen 
Tetraeders und der ihm umbeschriebenen Kugel 
sei D. Wie grofs ist die Kante des Tetraeders? 

Auflösung. 



Man setze ein: 

folglich: 3 ., /g; 

8 
oder 



13 
24 



a» 



^43 43 31/3 , a» /^ 



also 



und ^ V/ 242) 

D = 200 giebt o = 6,1880. 
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467) Ein regelmärsiges Tetraeder und ein Würfel 
haben dieselbe Kantenlänge a, die umbeschriebene 
Kugel des Würfels ist aber von einem um D gröfseren 
Inhalte^ als die einbeschriebene des Tetraeders. 
Wie grofs ist die Kante a? 

Auflosung. 



a = 




Für D = 180 folgt a = 4,0623. 

468) Eine Kugelschicht habe die Badien ^»7, 
&==5 und die Höhe A=»2. Das Wievielfache des 
Kugelinhalts ist ihr Inhalt? 

Auflösung. 



r 



6 6 

|(3a« + 36» + Ä^) 

^-Tl--^ TS = 0,17751, 

also ist: 

e7^= 0,17 751 JT. 

469) Von einem Kugelsektor sei gegeben der 
Kugelradius r und die Pfeilhöhe h des Segmentes. 
Er tauche mit der Wölbung voran soweit ins Wasser 
ein, dafs die Kegelseiten durch die Wasserober- 
fläche halbiert werden. Wie grofs ist sein spe- 
zifisches Gewicht? 

Auflösung. 

2 1 

Sektor = — r^jrÄ, Wasserkörper TF== Sektor — — Kegel, 

also spezifisches Gewicht: ' 
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2 - , 1 a»jr , 

^-8 r~, ' 

wo a* = h{2r — ä) einzusetzen ist, also 

. h'^'^-li^^^'-^^^'-^y ier^ + hi3r-h) 
^ 2 , ^ 16r» 

Für r = 10 und Ä = 3 wird jp'= 0,92563. 

470) Ein durch Hauptkreisbogen gebildetes 
sphärisches Dreieck habe die Winkel a^, ß^, y®. 
Durch Verbindung seiner Eckpunkte mit den Mittel- 

f unkte werde eine Kugelpyramide gebildet. Der 
nhalt der letzteren soll berechnet werden. 
Auflosung. Die Grundfläche der Pjrramide ist: 

180« 
der Inhalt also 

r nr^ a« + ^^ + y« — 180« 

3 "3" 1800 

471) In einem senkrechten Kreiskegel vom 
Grundradius r und die Höhe A sind unendlich viele 
Berührungskugeln übereinandergelegt. Wie grofs 
ist ihre Inhaltssumme, wie grofs die Oberflächen- 
summe? 

Auflösung. Der Radius der gröfsten dieser Kugeln 
ergiebt sich aus ^(2r + 2yr2 + A2) ^ 2rÄ als: 

1) Q = ■ = 

yr2 + Ä2 + r' 
der der zweiten aus ^ : g^ = Ä : ä — 2^ als: 

h — 2q VrM^ — ^ 
f^ \r^ + Ä* + r 

Die folgenden sind der Reihe nach: 
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Vr^ + fe^ — r V Nr^ +h^ — rY 
^^r^ + h^ + r/ ^\yr2 + Ä2 + r/' 
Die Inhaltssumme wird also: 



Formt man dies mn und setzt für q den Werth aus 1) ein, 
so folgt: 

^ •■ "~ X 4r2 + 3Ä2 ~ "3" 7T~7^ "~ ^ 4+~3tän2^ ' 



4 + 3 



^2 



wo q) Neigungswinkel der Kegelseite ist. 

Die Summe der Oberflächen wird ebenso: 



3) 2!q = Atzq^ 



Tcrh^ 7t rh^ 



_ , ir^ + Ä2 — ry yr2"+Ä2 s 



yr2 + A2 + r 

wo s die Kegelseite ist; also auch -Zo = 7ch^ cos 99. 

Bemerkungen. Führt man in Formel 2) den Kegel- 
inhalt J ein, so erhält man 

_ 2h^ 2jr 2J 

^"^ ^^'^ ^ + ^p 3 + 4tan2| 

wo a der Winkel an der Spitze jedes Kegelhauptschnitts ist. 

Die Summe der Kugelinhalte ist also in allen Fällen das 

2 
fache des Kegelinhalts. Führt man in 3) den 

3 + 4tan2| 

Kegelmantel Jf = ttis = rn^r^ + A^ ein, so erhält man: 



l + P l + tan^g 

SO dafs es sich stets um das cos^ — fache des Mantels 
handelt. 
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472) Dieselbe Aufgabe für eine senkrechte 
Pyramide mit regelmäfsiger Grundfläche zu lösen. 

Auflösung. Man benutze den einbeschriebenen Kegel. 
Handelt es sich um die regelmafsige n-seitige Säule mit 
Grundkante a und Höhe hy so ist 

a 
r = 



2 tang — 



was in die Gleichung 2) einzusetzen ist. Man erhält: 



^i = TT 



\a nl 
und 



Ist statt r die Neigung tp der Seitenflächen gegeben, 

Ä 

so benutze man die Beziehung — == tan 9? oder 

— 2 tan — = tan w. 
a n ^ 

Setzt man letzteres in die letzten Formeln ein, so wird, wie 
beim Kegel: 

2n h^ 

•~~3'4 + 3tan«9 
und 

2^=^71%^ COS29?. 

Bemerkung. Die Pyramiden brauchen durchaus nicht 
regelmäfsig zu seia; wenn sie nur einem senkrechten 
Kreiskegel umbeschrieben sind, gelten jene Formeln. 
Nur unwesentliche Änderungen treten ein, wenn eine solche 
Pyramide durch eine schräge Grundfläche begrenzt wird. 
Bei der dreiseitigen Pyramide von ganz beliebiger Form 
lälst sich die Kugelreihe stets berechnen, denn erstens kennt 
man den Ausdruck für den Badius der einbeschriebenen 
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Kugel, zweitens kennt man nach Nr. 295 den Winkel an 
der Spitze, d. h. den des rechtwinkligen Dreiecks, durch 
dessen Drehung der Kegel entsteht, aus 

. ^ __ 1 / tan (s — a) tan (5 — h) tan {s — c) 

f^ tan (5 — a) + tan (s — 6) + tan (s — c) * 

Die von der Spitze des Kegel nach dem Mittelpunkte der 
einbeschriebenen Kugel gehende Gerade ist bekannt und 
damit die Aufgabe auf die erste zurückgeführt 

473) Beispiele. Senkrechte quadratische Pyramide 
mit a und h giebt: 

*""6(a2 + 3Ä«)* 
Senkrechte Pynunide über dem regelmäfsigen Dreieck giebt: 

*""6(a2 + 9Ä2)' 
Begelmälsiges Tetraeder giebt: 

• 42 63 f 3 

Sollen im reeelmäfsiKen Tetraeder nach allen vier Ecken 
hin Berühmn^geln^ieiDander gereiht werden, so hat man 
das letzte Besultat mit 4 zu multiplizieren und das Drei- 
fache des Inhalte der einbeschiiebenen Kugel abzuziehen. 
Dies giebt: 

Nach obiger Bemerkung kann diese Aufgabe auch für das 
allgemeine Tetraeder gelöst werden. 

474) Aufgabe. Um eine Kugel einen senkrechten 
Kreiskegel zu beschreiben, dessen Inhalt das n-f ache 
vom Kugelinhalt ist. 

Auflösung. Ist Q der Kugehadius, r der Grundradius 
des Kegels, so ergiebt die Ähnlichkeit zweier Dreiecke die 

Proportion r \s = qih — ^, woraus, da 5 = Vä^ + r* ist, 
folgt 

1) r« = -i^ 



352 IV. Die Kugel. 

Der gestellten Fordenmg nach soll sein 

nr^h 4:71 _ 

also 

Durch Gleichsetzung der rechten Seiten von 1) und 2) er- 
hält man eine Gleichuug, die sich umformt zu 

h^ — 4nßÄ = — 8nQ^, 
und daraus folgt 

3) h == 2nQ + y4n2^2 — Sng^ =- 2^ [n + Vn» — 2wJ 



= 2^n 



±y^ 



Da n eine positive Zahl ist, entsteht unter der Wurzel 
Negatives, sobald n < 2. Folglich ist der kleinste der um- 
beschriebenen Kegel der, dessen Inhalt das doppelte von 

dem der Kugel ist. Für diesen Kegel ist ä = 4^, r = q j^ 
In jedem Falle 2 <n <oo giebt es zwei Lösungen: 

Ä = 2^[w+yn2 — 2wJ 

— l/ ^ __ ] / n±fn^ — 2n 

475) Aufgabe. Einer gegebenen Kugel einen 
senkrechten Kreiskegel anzubeschreiben, dessen 
Inhalt das n-fache des Kugelinhalts ist. 

Auflösung. Der entsprechende Gang führt auf 

Ä + 2^i' h ' 

so dafs 

h = 2^1 [n + yw2 + 2wJ . 

Soll Ä stets positiv sein, so ist nur das positive Wurzel- 
zeichen brauchbar. Hier darf n Werte von bis c» an- 
nehmen. 

476) Aufgabe. An eine gegebene Kugel sollen Be- 
rührungskugeln von gleicher Gröfse gelegt werden, die sie 



■'-"•~"^" 
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iii den Eckpunkten eines einbeschriebenen Tetraeders be- 
rühren und sich untereinander berühren. Wie grofs sind 
ihre Radien und Inhalte? Die Losung der entsprechenden 
Aufgabe soll versucht werden für das regehnaisige Hexaeder, 
Oktaeder, Pentagondodekaeder und Ikosaeder, wobei jede 
der gesuchten Kugehi von drei, vier usw. der gleichgrolsen 
Kugehi berührt wird, wofür die Möglichkeit untersucht 
werden soll. 

d) Flachenaufgabeii über die KugeL 

477) Wie grofs ist der Flächeninhalt der ver- 
schiedenen Zonen der Erde? 

Auflösung. Die Ebenen der Parallelkreise, welche die 
heifse Zone einschliefsen, haben abgerundet die gegenseitige Ent- 

femung Ä = 2rsin23^, also ist der Flacheninhalt der 

heifsen Zone 

i^= 2r7ih ^uh=:u2r 8in23 ^ «- 5400 ' 2r 8in23 ^ 

=» ? Quadratmeilen = ? Quadratkilometer. 
Für die beiden gemäfsigten Zonen handelt es sieb um 

Ä = r(sin66|- — sin23y, 



also um 



F^ 2rnh — u • r (sin66 ^^ — sin23-^) = ? 



Für jede der beiden kalten Zonen handelt es sich um 

Ä-r(l — sin66^), 



also um 

ur 



(l — sin 66 -2')=? 



478) Aufgabe. Der Kegel eine« Kugelsektors 
habe im Hauptschnitt den Winkel a. Den wie- 
vielten Teil der Kugelfläcbe nimmt die zugehörige 
Kalotte ein? 

Holzmüller, Stereometrie, n. 28 
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Auflösaiig. 



-4 



1)-^ 



CD = r ( 1 — cos 
abo ist die Fläche der Kalotte 

F ^ 2r7th = 27ir^ 




(l-C08|) 



=^§(l-"^4)- 



Demnach ist 
F 



1 — cos 



a 



Die Kalotte nimmt also den 



Fig. 180. 



1— 008^ 



ten 



Teil der Kugelflache ein. 



a 




F 



Beispiel. Ist — = 60®, so ist cos ^ ==" ^^"^^ 
= 4, so dafs es sich um den 4**** Teil der 



1 
2 



Kugelfläche handelt. 

479) Bemerkungen. Denkt man sich die Kugel unend- 

2 
lieh grofs, so sagt man, der Kegel nähme den 



ten 



a 
cos 2 



Teil des Raumes ein. Setzt man den Inhalt des Baumes 
gleich 1), so ist der des unbegrenzten Kegels gleich 

1 — cos — 
2 



In der neueren Elektrizitätslehre setzt man die Anzahl 
der von einer kugelförmigen Ladung m ausgehenden Kraft- 
linien gleich ^nm oder 4jrl2 • w. In den Baum des be- 
trachteten Kegels fallen davon 
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4 « 

1 — cos ^ 



4jrm = (l — cos ^j 27im 



Kraftlinien. 

Erscheint die Sonne dem Auge unter dem Gesichts^ 

10 

■winke! a = -^ , so bedeckt sie den wievielten Teil des 

Himmels? 

Auflösung, Den 

^"^ oder - ^ .^, *««^ Teü = ? 



1 — cos 



a 



1 — cos 15' 



Denkt man sich die entsprechende Betrachtung für die Erde 
von der Sonne aus gemacht, so erfährt man^ der wievielte 
Teil der Wärmeausstrahlung der Sonne unserer Erde zu teil 
wird. Unten wird iu § 508 der 2168 Millionte Teil gefunden. 

480) Aufgabe. Das Feuer eines auf bergiger 
Insel befindlichen Leuchtturms befinde sich 300 m 
•über der Meeresfläche. Wie 
vieleQuadratmeilenMeeres- 
oberfläche beherrscht es? 

Auflösung. 

a r 

cos- = — -^, 

2 r + h 



F=27ir^\l 



{ 



= 27tr^ (1 — 
2nr^h 



a 
cos 2 



r -\-h 



r + h ' 




Also 



Fig. 181. 



F^ 



2nr^h 



r + 



27^8602 



25 2jr8602 . 0,04 



860+25 



860,04 



(denn 300 m = 0,04 Meilen) also JF= 216,13 Quadratmeilen 
-=? qkm? 

23* 
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Bemerkungen. Bei so geringen Höhen lafst sich die 
Formel für praktische Zwecke erheblich vereinfachen. Ss 
ist nämlich i^ =^h{2r + h), oder^ da h gegen 2r klein ist 
and vernachlässigt werden kann, t^ » 2rh. Man betrachte 
jetzt t als Badius eines Kreises^ dann ist Pn » 2rhjc 

«« 216,14 Quadratmeilen. Aus t^n *= 2rh7t und tl = 2rhi7€ 

folgt f :tl=^h:hi oder i:ii=''j/h: yÄ^. Für Leuchttürme 
und Berge mittlerer Höhe kann man also mit hinreichen- 
der Genauigkeit das Gesetz aufstellen, dafs die Sehweiten 
proportional sind den Quadratwurzeln aus den 
Höhen, die überblickten Flächenräume aber pro- 
portional den Höhen selbst. 

Aus obigem Beispiele würde also folgen, dafs 100 m 
und 72 Quadratmeilen, 50 m und 36 Quadratmeilen, 25 m 
und 18 Quadratmeilen, 12,5 m und 9 Quadratmeilen zu- 
sammengehören. 

481) Aufgabe. Wie hoch müfste man sich über 
die Erdoberfläche erheben, um den hundertsten 
Teil der Erdoberfläche zu überblicken? 

Auflosung. C2) = ^r,CJIf»^r,al80C08|=^, 

r 98 2r 

also auch — — ^ = ^Tz^y d. h. ä =» tt^ = 17,55 Meilen Höhe. 

r + h 100 98 

1 

Bemerkung. Um — der Erdoberfläche zu übersehen, 

2r 

mufs man die Höhe h == erreichen. 

n — 2 

(Von Strahlenbrechung und Abweichung von der Kugel- 
gestalt ist hier abgesehen.) 

482) Aufgabe. Wie grofs ist der Fehler, den 
man macht, wenn man die Fläche des einfachen 
Grad-Trapezes zwischen 50® und 51® Breite auf der 
Erdoberfläche als die eines geradlinigen Trapezes 
berechnet? 

Auflösung. Die richtige Rechnung ergiebt 

2jrr(rsin510 — ranSO®) _ jrrg(sin51® — sin50®) 
~" 360 "" 180 

== 143,28 Quadratmeilen. 
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Die aDgenaberte ergiebt 

27ir GOBbO^ + 27ir coBbl^ ^^ rjr (cos 50^+ cos 51») 

15 = ^ ' 



2 . 360 360 

» 143^1 Quadratmeilen. 
Letztere giebt also 0,07 QuadratmeQen zu wenig. 

483) Aufgabe. Der wievielte Teil der Erdober- 
fläche wird (von der Strahlenbrechung abgesehen) 
in jedem Augenblicke von der Sonne erleuchtet, der 
wievielte Teil bleibt dunkel? 

Auflösung. Die bekamite Zeichnung des Schatten* 
kegeis der Erde (Spitze ist Ahnlichkeüspnnkt) ffihrt auf 
die Proportion r : g '^ e + x : x^ wor = 96000 Meilen der 
Sonnenradius, ^ » 860 Meilen der Erdradius, e ^ 20000000 
Meilen die Entfernung der beiden Mittelpunkte, x die Ejit- 
f^mung der Kegelspitze vom Mittelpunkte der Erde ist. 
Daraus folgt 

860-20000000 

^^ 95 140 

Der halbe Centriwinkel der dunkel bleibenden Kalotte ist 
also zu bestimmen aus 

a 860 95 140 



cos— = 



2 X 20000000* 
Die Kalotte selbst ist 

1 — cos ^ 

wo die Erdoberfläche ist Dies formt sich um zu 

95 140 
20000000 ^ 19 904 860 , 19 905 

2 °" 20000000 - ~ " 40000 * 

Dieser Teil der Erdoberfläche bldbt dunkel, während 

^ 20 095 

40000 
beleuchtet wird. 
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(Infolge der Strahlenbrechung wird der beleuchtete Teil 

noch etwas gröfser, da durch sie der Winkel — um 36' ver- 

kleinert wird. Bei dem Monde ist der Unterschied des be- 
leuchteten und des nicht beleuchteten Teils der Oberflache 
verhaltnismafsig noch gröfser, als bei der Erde.) 

Leuchtend wirkt auf die Erde nicht die Hälfte der 

Sonnenoberfläche, sondern auch nur der Bruchteil .^^^^ 

400OO 

von 0, sobald die Strahlenbrechung nicht berücksichtigt 

wird. Die Gröfse der letzteren ist bei der Höhe der Sonnen- 

atmosphäre und bei der 28-fachen Schwerkraft, die an der 

Sonnenoberflache Tausende von Atmosphären Spannung gebei^ 

mufs, aufserordentlich grofs. Die Sonne erscheint daher 

gröfser, als sie ohne Strahlenbrechung erscheinen würde. 

484) Einige Oberflächenformeln. 

Für das Segment mit a und Ä ist Jf = ^^(a^ + A*)> 
Ä =: jra^, also gesamte Oberfläche = tt (2«^ _)- ä*). 

Für den Kugelsektor ist die Kalotte gleich n{p,^ + A^), 
der Kugelmantel Jf = ans == an^a^ + (^ — ä)^, oder, da 

A(2r — ä) = a^ und daher r =» — ^^ — ist, 



njT l/ 9 . /a^ — Ä2y an{fi 

FolgKch 

«3 + aÄ2 



+ Ä^) 



2A 



= 



a2 + Ä2 + 



2A 



= ^ [a» + 2a2Ä + aA2 + 2A81 
= ^K + Ä^){a + 2A). 



Kugelschicht = 2rjrA + «2 jr + J2^ « ^[2rA + a2 + 62J. 
Sind a, l und A gegeben, so bestimmt sich r aus 



r 



2 



/a2_ft2_Ä2\2 

^' + 1 2Ä j- 



Der Wert von r ist einzusetzen. 

485) Aufgabe. Den wievielten Teil des Himmels- 
gewölbes lernt der Bewohner des SO***^ Breitengrades 
kennen? 
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Auflösung. Sterne^ die mehr als 40^ südlich vom 
Himmelsäquator liegen^ tauchen für ihn nicht auf. Die un- 
bekannt bleibende Kalotte hat also die Flache 

jP= 2rnh = 2r^n{l — cosöO«) = 4.r^n- " 

_ 1 — 008 50» 
= 2 • 

Diesen Bruchteil des scheinbaren Himmelsgewölbes lernt er 
nicht kennen. Bekannt wird ihm die Flache 

^ 1 + cos SQQ 

^ 2 • 

486) Der Oberflächenunterschied der einem 
Würfel um- und der ihm einbeschriebenen Kugel 
sei d=112. Wie grofs ist die Seite des Würfels? 

Auflösung. 

folglich 3a2 a2 d 



und 



"-yl-^ 



4 47r 
2220. 



487) Der Oberflächenunterschied der einem 
regelmäfsigen Tetraeder um- und der ihm ein- 
beschriebenen Kugel sei d=100. Wie grofs ist der 
Inhalt des Tetraeders? 

Auflösung. 

also Sa« a2 d 



8 24 4jr 



und 
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488) Wie grols ist die Oberfläohe des ring- 
f&rmigen Körpers, der bei Einteilung des Raumes 
in Kugelkoordinaten entsteht? (Stampf der Zonen- 
Pyramide.) 



(J^ben seien r, r^, a und die Höhe h der zur äufseren 
Zone- guiörigen Kagelschicht. 

Auflösung. Aufsere Zone Z^ 2r3ih; innere Zone 

Zy = Z-\. Oberer Kegelmantel 

Jlf — nsifl + «i) = Ji{»* — »"i) (o + a— j 

= n-{r — r^) {r + r^) - — (/ — r]). 
Unterer K^elmantel 

^ 

wo Ji _ f 1 _ (j, 4. 4)1 



wo für b sein Wert einzusetzen ist. 



yi- 
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Zq den FläcbenberechnaDgen gehören auch die Berech- 
nungen der durch grofste Kreise auf der Kugel gebildeten 
,^weiecke^^ und Dreiecke, so weit sie in Bd. I, § 278, 279, 
280 und 281 behandelt sind. Die eigentliche sphärische 
Trigonometrie soU aber in einem besonderen Abschnitt ge- 
bracht werden. 

e) Bogenberechnimgen an der Kugel (Kreise und Iioxodromen). 

489) Mit welcher Geschwindigkeit wandert die 
Mitternachtszeit in verschiedenen Breiten um die 

Ütrde/ 5400 7500 

Auflösung. Am Äquator handelt es sich um ^^'^^ 

= 468,85 m sekundliche Geschwindigkeit. Für jede Breite 9? 
ist dieser Wert mit cos (p zu multiplizieren, so dafs unter 
60^ Breite die Geschwindigkeit die HäUte, unter 45^ das 

^ fache ist. Nach den Polen hin nimmt sie bis zu Null ab. 
Die Stemzeit wandert mit der ^ fachen Geschwindigkeit. 

490) Wie viel Zeit nimmt die Reise um die Erde 
bei 10 m sekundlicher Geschwindigkeit auf ver- 
schiedenen Parallelkreisen^in Anspruch? 

Auflösung. Auf dem Äquator handelt es sich um 

^^'^^ = 4050000 Sekunden =-46,876 Tage. Für jeden 

Parallelkreis ist letzteres mit cos q> zu multiplizieren, so dafs 
z. B. bei 60® Breite nur die Hälfte gebraucht wird. 

491) Wie lang ist die Loxodrome, welche alle 
Parallelkreise unter a® schneidet, von Pol zu Pol 
gerechnet? 

Auflösung. Der Meridian hat eine Lange von etwa 

2700 
2700 Meilen, die Läng:e der Loxodrome ist — — Meilen. 

^ ^ sma 

Wird nämlich jedes Element X der Loxodrome mittels der 

Parallelkreise auf denselben Meridian projiziert, so erhält die 

Projektion die Lange Z =« A • sin a, so dafs X = -; ist. 

492) Wie lang ist dieselbe Loxodrome von der 
Breite 9?^ bis zur Breite (pl gerechnet? 
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Auflösung. Der Meridianbogen hat in Meilen die 
Lange (q)^ — (p) 15. lie Lange des loxodromischen Bogens 

ist also (^^Z^?Ii5. 

Bin a 

Weitere Aufgaben über die Loxodromen folgen bei der 

Behandlung der Mercatorkarte. 

493) Wie lang ist der Bogen des 
gröfsten Kreises zwischen zwei 
Punkten auf der Erde^ die den Längen- 
unterschied + x^ haben, während der 

eine unter (p^, der andere unter cpi 
ilili' nördlicher Breite liegt. 

Auflösung. Die Polabstande der 
beiden Punkte sind in Graden &^ = 90*^ 

— q?^ und dj = 90^ — q>i, in Bogenmafs 




6 = jr 



180 



0' 



c = jr- 



180' 



0* 



Der Winkel Ä des Dreiecks ABC 



ist gleich x^* Nach dem Cosinussatze für Dreikantecken ist 

cos ä = cos cos c -f- sin o sin 8 cos A, 

Die Lange BG ist gleich rä. 

Besondere Beispiele sollen gelegentlich der Behandlung 
der Mercatorkarte ausgeführt werden. 

t) Schwerpunktsberechnungen an der Kugel. 

494) Zone und Kalotte. In Bd. I § 280 ist gezeigt 

worden, dafs jede Kugelzone dieselbe 
Fläche hat wie die entsprechende Zone 
:^ des Berührungscylinders. Folgen also 
n gleiche Zonen aufeinander, so liegt 
der Schwerpunkt in derselben Höhe 
wie bei den entsprechenden cjlindrischen 
Zonen, d. h. in halber Höhe. Also: 

Halbiert man die durch M 
gehende Höhe einer Kugelschicht 
oder eines Kugelabschnittes, so 

erhält man den Schwerpunkt der zugehörigen Zone 

oder Kalotte. 




Fig. 184. 
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495) Schwerpunkt des Kugelsektors. Denkt man 
sich den Sektor in zahlreiche inhaltsgleiche Pyramiden zer- 
legt, so liegen deren 
Schwerpunkte gleichmäisig 
verteilt in einer Kalotte 
A^C^B^y die den ßadius 

3 

— r hat. War h die Höhe 

4 

des Kugelsegments, so 

ist die der neuen Kalotte 

aus Ahnlichkeitsgründen 

ä.=|a. Ihr Schwerpunkt 

liegt im Halbierungspunkte von C^D^y d. h. von Caus gerechnet 

in der Höhe CS = gfi + 1(7,2), =1+ ^=. ^^^ + ^^ 

a» + 4Ä» , . -._ 3(2r — Ä) 3 a» 

Beispiel. Für die Halbkugel ist a =» Ä = r, also wird die 

5 
Schwerpunktshöhe CS = ^r, dagegen von der Kugelmitte 

3 
aus gerechnet — r. 

496) Schwerpunkt des Segments. Die Momenten- 
gleichung in Bezug auf C ist 

-(a + ?::^) Kegel 
oder 
^Ä* 2r + 3fe2^r'A r + Zh n^r-h) 

(der Faktor ä (2r — Ä) = a^ ist die Grundfläche des Kegels), 
oder 

4Ä;Ä(3r-A)=(2r+3Ä)r2-(r+3Ä)(2r2 + Ä«-3rÄ)==2r8 
+ 3Ar2 - (2r8 + ör^Ä + ^ä« + 3 Ä» - 3r2Ä - 9rÄ») = 8rÄ«- 3*3. 

Demnach ist die Schwerpunktshöhe des Segments 

8rÄ — 3Ä2 Ä 8r — 3Ä 



.. Segment -Hü+l* Sektor 

O 



X^ 



4 (3r — Ä) 4 ' 3r — Ä • 
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Ffihrt man r 



a^ + h^ 
2h 



lY. Die Kugel, 
ein^ so erhalt man 



Dasselbe Ergebnis findet sich, wenn man den Schwerpunkt 
des zum Se^ente gehörigen Bestkörpers sucht. Auch kann 
man^ wie nachstehend^ die Simpsonsche Regel anwenden. 

497) Schwerpunkt der Kugelschicht. NadiNr.394 
gilt för den Kegel- und Pyramidenstnmpf, also auch för den 
Restkörper^ die Schwerpunktsformel 

^) X ^ 0+2M 



Jh^h 



U+0 + 4:M' 



Diese Formel gilt also auch für die Kugelschicht. Für diese 
ist O^a^Jt, U^o^Ttj M^x^n^n 



Setzt man diese Werte in 1) ein, so folgt 
2) 



4Ä» 






2 3a2+362 + A»* 

(Für 6 = erhalt man wieder die letzte Segmentformel. Für 

a » folgt 

%\ ^ A 26^ + A^ 

"^^ '^••^2 362 + A2' 

und dies ist die Schwerpunkts- 
höhe des Segmentes mit b und h, 
jedoch von der ebenen Grund- 
fläche aus gemessen. Dieselben 
Resultate erhält man mittels 
des Restkörpers.) 

498) Die Zonenpyramide, 
d. h. der Körper, welcher ent- 
steht; wenn man alle Punkte 
einer Zone mit dem Mittel- 
punkte verbindet, hat, weil er 
sich in lauter Pyramiden zer- 
legen laTst, den Schwerpunkt in 
Fig. 196. halber Höhe derjenigen Zonen- 
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fläche, die ■ die Schwerpunkte sämtlicher Pyramiden eathält. 
Dieae fläche ist der g^benen Zone ähnlich. Letztere hst 

den Schwerpunkt in der Entfemmig ^ + Vr' — a* von M, 

3 
die andere also hat ihn in der jfadien Entferanng voa M, 

also in Entfemoi^ ^(h + 2ir* — a^), oder, da y = Vr» — o» 

= - - 2A " "°^ y + 2 2Ä~ "^ "" Entfernung 

3 fli ()* 

g- — ^ — . Für b=-0, d. h. für den Kugelsektor, hat man die 

Formel |^. 

499) Der Stumpf der Zonenpyramide. Darunter 
ist wieder der ringförmige Körper eu verstehen, der zur Ein- 

, -I Jtt 

\ i 



Fig, 187. 

teiluDg des Raumes durch Kugelkoordinaten ^hört. (Vgl. 
Fig. 136 und 137.) Durch Verbindung mit M erreicht man 
die Einteilung in kleine I^Tamidenstumpfe. Jeder von diesen 
hat, wenn man die äufsere Zone mit Z, die innere mit Zi 
bezeichnet, seinen Schwerpunkt in einar Entfernung von der 
Auisenzone, die durch 
jv j _ Ä Z+2fZZ;-\-3Z^ 

' 4 Z-\-iZZ^-\-Zy 



r — Ä, a2 — 62 



2Ä 
r — Ä« /A 



§ + v^*^) ■ 



Es sei dem Leser überlassen^ die Ausdrücke zu vereiniachen^ 
sobald z.B. r^ r^y a und In, gegeben sind. In diesem Falle 

ist Z = ^rnhy Z^ == 2T^n\ = 2r^7ih— == — ^ — . Durch 

T T 

Einsetzung vereinfacht sich 1) zu 

Auch der Schwerpunkt der Oberflache dieses Ringkörpers 
lässt sich leicht berechnen. Die Oberfläche des Segments, 
des Sektors, der Kugelschicht und der Zonenpyramide bieten 
ebenfalls leichte Ubungsbeispiele für die Schwerpunkts- 
berechnung. 

Eine Keihe anderer Schwerpunktsbestimmungen an der 
Kugel kommt erst später zur Sprache. 

Geschichtliche Bemerkungen. Die Berechnung 
des Inhalts und der Oberfläche der Kugel hat Archi- 
medes gelehrt, und zwar in seiner Schrift „Kugel und 
Cylinder" I, 37. Die Darstellung des Satzes Kegel : Kugel : Cy- 
linder = 1:2:3 hat er selbst för sein Grabmal bestimmt. 
An diesem Zeichen hat Cicero, wie er in den Tusculanen V, 23 
mitteilt, das vergessene Grabmal zu Syrakus wiedererkannt. 
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gegeben ist. Alle diese Schwerpunkte liegen in einer Kugel- 
zone, die von M die Entfernung r — h^hst. Die entsprechende 

Kugelschicht hat die Höhe h' = h und den oberen | 

Kadius a =» a usw. Die äufsere Zonenfläche hat ihren 

r ^ 

Schwerpunkt von M aus gerechnet in der Entfernung y +-^ 

a* — b^ — h* . h a^^¥ . . . ^^ ^ 

^ 9h. '" 9 '^ — 9% — ^ ^ Entfernung 

— -j- yr^ — «2. Der gesuchte Schwerpunkt liegt in der Eni- 

Li 

fernung 

2) 
oder 



j 
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Den einfachen auf dem Cavalierischen Satze beruhenden 
Beweis schreibt Baltzer den Segnerschen Anfangsgründen 
der Math, zu (2. Aufl. 1773). Er scheint aber doch älter zu 
sein. Archimedes fand auch die Formeln für die wichtigsten 
Teile der Kugel, ebenso die von den entsprechenden Schwer- 
punkten geltenden. Sonstiges Geschichtliche soll erst später 
mitgeteilt werden. 

rj) Eine »Betrachtung über die Sonne, die Erde und den Mond. 

Diese Betrachtung wird eingeschaltet, um die Verwend- 
barkeit der Kugelformeln auch für kosmische Verhältnisse 
klar zu legen. Da vielfach mittlere Werte auftreten, wird 
auf höchsens drei Stellen Genauigkeit Anspruch gemacht. 

500) Der Durchmesser der Erde beträgt rund 860 Meilen, 

ihre mittlere Dichte (spez. Gewicht) etwa 5,6. Ihre Masse 

4 
ist also ebenso grofs, wie die von —(860 -7500)^ jt 5,6 

= 627 . 101» Tonnen = 627 • 10«« LiterWasser. Nach der Kraft- 

formel p = mg folgt m = — . Rechnet man, um später auf 

Pferdestärken einzugehen, mit den technischen Einheiten 

Kilogramm und Meter, so handelt es sich bei der Erde um 

627.10«« 

— — ^- — = 638 • 10«^ technische Masseneinheiten. 

501) Um die entsprechende Zahl für die Sonne zu er- 
halten, mufs man ihre Entfernung von der Erde trigono- 
metrisch bestimmen, was etwa auf den mittleren Wert e 
= 20 Millionen Meilen führt. Da ihr scheinbarer Durch- 
messer etwa SOg- Minuten (etwa j Grad) beträgt, so ergiebt 

eine einfache Eechnung (tan — = -Tr^r^pTTrl als Gröfse des 

^ \ 2 20 Mill./ 

Sonnenhalbmessers etwa 96 000 Meilen. Der Sonnenradius 
ist also etwa das 112 fache vom Erdradius, der Kaum- 
inhalt der Sonne etwa das 1410000fache von dem 
der Erde. 

502) Die Masse der Sonne ergiebt sich folgender- 
mafsen. Nach Newtons Gravitationsgesetz wird die gegen- 
seitige Anziehung der Himmelskörper gegeben durohp^k—^—, 
wo r die Entfernung ihrer Mittelpunkte, m^ und m^ ihre 
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Maasen bedeuten, wahrend k die GravitationskcmstaDte ist 
(deren Kenntnis vorläufig fiberflussig ist). Naoh der Krafi- 
formel p °* m^g erhalt man daraus für den Körper m^ die 

Formel Ä;-^ '^ ffip wo g^ die Beschleunigung ist, die er jedem 

au&erhalb*' in Entfernung r liegenden Körper erteüt Ist 
letzterer ein Planet (bezw. Trabant)^ der sich in etwa kreis- 
förmiger Bahn um m^ bewegt, so ist die Zentrif ugalbeschleuni- 

gung bekanntlich durch gebeb^i, es muis also sein 

— ;r— =*i— oder /*«=- — r'. Dies soll die Gleichune für 

die Erde und den Mond sein, t also die Umlaufszeit des 
Mondes, d. h. 39 343 (rund 39 300) Minuten, r seine Ent- 
fernung von der Erde, etwa 50000 Meilen, m^ die Erd- 
masse. Die entsprechende Gleichung ffir Erde und Sonne ist 

^"m^^' -<> ^ «*« ^J«^ 0^^ ^25960 (rund 
526000) Minuten^ M die Sonnenmasse, B die Entfernung 
der Erde von der Sonne bedeutet. Durch Division erhalt 

man aus beiden Gleichungen 7=7 =« := — r^ • . ,^, = — • ^zi, 

^ jp km^ 4jr*i(' m^ 2P 

, . „ PR^ 393432 20000000« 0^0 AAA 

sodafsitf=^^^m,=. ^^ggg^^ 50000« ^--3580Q0m, 

bedeutet. Legt man statt der abgerundeten Werte die ge- 
nau«*ai zu Grunde, so erhalt man Jf =» 355000 mj^, was für 

das Weitere angenommen werden soll. 

Die Sonne hat also das 355000£ache der Erd- 

masse^ ihr spezifisches Gewicht ist das jmÄAA ^^^^^ 

1 411)000 

von dem der Erde (etwa |-), in Bezug auf das Wasser 
genommen also tttkkf^* 5,6 = <%» 1,38. Die Masse der 

Sonne endlich ist dieselbe wie die von 222-10"Tob- 
nen «= 222 • 10** Liter Wasser, sie beträgt also in tech- 
nischen Masseneinheiten — ^— — = 227 • lO*''. 

«7,0 1 

503) Die Erde giebt jedem nahe an ihrer Oberfläche 
befindlichen Korper die Fallbeschleunigong 9,81 m (eigentlioh 
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müTste etwa 9^82 genommen werden^ da die mittlere Centri&gal- 
kraß; liinzuzaaddieren ist). Aus 

für die Erde und 

für die Sonne folgt durch Division: 

flfi 365 000 m r^ __cyoo 
7- Il22r2 •m""'^^^^' 
also 

ßi == 28,3 - g == cv> 272 m, 

d. h. die Schwerkraft an der Sonnenoberfläche ist 28^3 mal 

so grofs, als an der Erdoberfläche, die Körper fallen 28,3 mal 

272 
so schnell und zwar in der ersten Sekunde -^r— = 136 m. 

Selbst wenn über jedem Quadratmeter Sonnenfläche nur 
ebensoviel Atmosphäre lagerte, wie bei der Erde, würde der 
Barometerstand dort der 28,3 fache sein, die Spannung also 
28,3 Atmosphären. Nach den Protuberanzen zu urteilen ist 
aber die Sonnenatmosphäre von einer Höhe, die Tausende 
von Atmosphären Spannung erwarten läfst. 

504) [Von der Masse der Sonne könnte man sich 

folgendermafsen ein Bild machen. Die Formel J5J = w ~ 

der Mechanik sagt, dafs ein Körper, der die Geschwindigkeit v 
und die Masse m hat, infolge seiner Wucht eine Arbeit 

von m-^ Meterkilogrammen leisten kann. Der Ausdruck -E 

heifst Energie. Angenommen, die Sonne hätte nur ein Meter 
Geschwindigkeit, so würde dies eine Energie 

12 227-1027 
'^ * -^ = ö ^ ^ ^^^ ' ^^ "^8 

bedeuten. Man denke sich nun eine Maschine von einer 
Million Pferdestärken, die also in der Sekunde 75 Millionen 
mkg Arbeit leistet, im Jahre also das 86 400 • 365 -fache. 
Wie lange müfste diese Maschine arbeiten, um die ruhende 

Holzmüller, Stereometrie, ü. 24 
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Sonne in diese langsame Bewegung zu versetzen, oder wie 
lange mülste sie arbeiten, um die mit 1 m Geschwindigkeit 
sich bewegende Sonne durch Bremsarbeit zur Ruhe zu 
bringen? Es würde sich um 

114 • 1027 
86 400 . 365 • 75 000 000 "° ^^ ' "^^^' 

oder um 48 Billionen Jahre handeln. Bei n Meter Ge~ 
schwindigkeit müfste die Zeit noch mit n^ multipliziert 
werden.] 

505) [Die kleine Erde hat im Sonnensystem 30 000 m 
Geschwindigkeit, ihre Bewegungsenergie also ist 

mv^ 638.1021.900000000 , 
^ = 2 "'^S- 

Dividiert man wiederum durch den vorigen Nenner, so er- 
giebt sich, dafs die miUionenpferdige Maschine 122 BiUionen 
Jahre nötig haben würde, um die Erde durch Bremsarbeit 
zur Buhe zu bringen. — Man erkennt, wie grofse Wider- 
stände die Weltkörper überwinden können, ohne dafs in 
Tausenden von Jahren eine Einbufse an Geschwindigkeit 
zu bemerken ist. — Die Drehungsgeschwindigkeit beider 
Weltkörper soll später berechnet werden.] 

506) Die Sonne strahlt nach allen Richtungen 
Wärme aus, von der ein verschwindend kleiner Teil zu 
der kleinen Erde gelangt. Pouillet suchte zu messen, wie 
viel Wärme durchschnittlich auf jedes Quadratmeter der 
Erde gelangt und berechnete die Gesamtausstrahlung der 
Sonne. Hier soll vom Schlufsresultate ausgegangen und daraus 
das Resultat für die Erde abgeleitet werden. Nach Pouillet 
handelt es sich um eine jährliche Ausstrahlung von 27 . 10^' 
Kalorien (Wärmeeinheiten, von denen jede 425 mkg Arbeit 
bedeutet). Auf die Sekunde und auf Pferdestärken reduziert, 
giebt dies 

27 . 102» . 4.05 

Jl\rJi\^^ n^ = 485 000 Trillionen Pferdestärken. 
86 400 . 365 • 75 

Die Oberfläche der Sonne umfafst 

4r2 7r = (96000 • 7500)2 4 jr qm. 




J 
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Durch Division erhält man 

74 700 Pferdestärken = j^rp Sekunden-Kalorien 

425 

auf das Quadratmeter^ also^ wenn man jedem Kilogramm 
Kohle eine Verbrennungswärme von 6500 Kalorien zuschreibt, 
eine Ausstrahlung, die sekundlich der Verbrennimg von 

-j^- — = 2,03 kg, oder die stündliche von 7300 kg 

Kohle bedeutet. (Nach Violles Messungen ist die Aus- 
strahlung noch stärker, so dais es sich um fast 10000 kg 
handeln würde.) 

507) Kohle hat ungefähr dasselbe spezifische Gewicht, 
wie die Sonne. Ein Kohlenball von der Gröfse der Sonne 
entspricht also, wie diese, etwa 222 • 10^® kg Kohle und damit 
222 • 10^8 • 6500 Kalorien, von denen nach Pouillet jährlich 
27 • 10^® verausgabt werden. Die Division ergiebt eine 
Dauer von etwa 5360 Jahren. 

[Daraus erkennt man, dafs ein chemischer Prozefs nicht 
imstande ist, die Sonnenausstrahlung so zu decken, dafs in 
vier Jahrtausenden eine Abschwächung der Strahlung nicht 
wahrgenommen werden konnte. Wie J.K. Mayer undHelm- 
holtz die Erhaltung der Sonnenwärme sich erklären, darüber 
vergleiche man des Verfassers elementare Ingenieur-Mathe- 
matik, Bd. n, Seite 54 bis 66.] 

508) Welcher Teil der Sonnenausstrahlung 
kommt der Erde zu gute? Es kommt darauf an, zu 
untersuchen, den wie vielten Teil des Himmelsgewölbes dem 
Sonnenbewohner die Erde verdecken würde. Man denke 
sich mit der Entfernung 20 Millionen Meilen als Radius mn 
den Sonnenmittelpunkt eine Kugel gelegt, auf deren Ober- 
fläche die Erde als eine Scheibe von 860^ • n Quadratmeilen 

erscheint. — ^ ^^^^ — riebt 2168 Millionen, so dafs 

8602 . n ^ ^ 

es sich um den 2168 millionten Teil der Ausstrahlung, 

,, , 490000 TriU. oo. u-n- T>r j .~ i 

d. h. um etwa ^„^^ t>^.„ — = c>o 224 Billionen Pferdestärken 

2168 MiU. 

handelt, die sich verschiedenartig über die ganze Erdober- 
fläche verteilen. Im Durchschnitt kommen auf jedes 

24* 
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Quadratmeter der Erdoberfläche etwa 



47r(860 • 7500)» 
oder etwa 0,43 Pferdestärken. Angenommen^ die Hälfte 
würde vom Wasserdampfe der Luft absorbiert, so würden 
nur 0,21 Pferdestärken zur Erde gelangen. Mit einem Hohl- 
Spiegel von 1 qm Eingangsfläche also könnte man theoretisch ein 
Maschinchen von ^j^ Pferdestärken treiben, praktisch natürlich 
ein weit kleineres, besonders deshalb, weil die Ausstrahlung 
nicht gehemmt ist. Versuche entsprechender Art hat man 
in der Sahara gemacht. 

[Dasselbe Resultat findet man auch folgendermafsen : 
Auf 1 qm Sonnenoberfläche konmien 74700 Pferdestärken, 
folglich auf 1 qm der Kugelfläche mit 20000000 Meilen 

QFS0002 

Badius 74 700 ht^^J^^^ = 1,72 Pferdestärken. Nun ist 

Jü üüü ÜOÜ* 

aber die Oberfläche der Erde das vierfache von der Scheibe, 

als die sie erscheint, folglich kommt auf jedes Quadratmeter 

1 72 

^^ « 0,43 Pferdestärken.] 
4 

[Was von der zur Erde &:elan£:enden Wärme nicht 
chemLh oder physikalich aufgesfexS wird (man denke 
an die Bildung der Stemkohlen durch den Lebensprozefs 
früherer Pflanzen) geht durch Ausstrahlunor wieder verloren, 
denn die durch Wasserverdunstung und Wasserhebung ver- 
brauchte Wärme wird wieder ersetzt durch Kondensation 
und Bückkehr zur Erde.] 

509) Temperatur der Sonnenoberfläche. Die Sonne 

stoahlt auf das Quadratmeter die ^^-^S^fache Wärme 

yo üüü^ 

aus, wie die Erde. Nimmt man mit Stefan an, dafs bei 

gleichen Verhältnissen die Ausstrahlung proportional sei der 

Jten Potenz der absoluten Temperatur, so würde auf der 

Sonnenoberfläche die 1/ ^- _ , , fache oder etwa 

f 95 üüü 

20« fache absolute Temperatur herrschen, als im Mittel auf der 
Erdoberfläche. Nimmt man letztere rund zu 273 + 17 = 290^ 
an, so erhält man 5945^, oder in gewöhnlicher Temperatur 
gemessen, etwa 5700^0, bei niedrigerer Annnahme etwas 
weniger. Wie aber im Innern der Erde die Temperatur 
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weit hoher ist^ als auf der Oberfläche^ so ist dies auch bei 
der Sonne der Fall. 

Der berechnete Wert stimmt mit den Minimal-Tem- 
peraturen überein, welche die neueren Physiker angeben, 
denn bei diesen handelt es sich um rund 6000^0. — 

510) Der meteorologische Prozefs auf der Erde 
läfst sich folgendermafsen beurteilen. Angenommen, die 
mittlere Regenhöhe auf Meer und Land betrage 2 m (die 
niedrigste Angabe ist 1200 mm, die höchsten reichen weit 
über 2000 mm hinaus) und die Hebung des Wasserdampfes 
erreiche durchschnittlich nur 1000 m Höhe, so handelt 
es sich um jährlich 4 7t (860 • 7500)2 n . 1000 • 2 • 1000 
= 8000000 jr (860 • 7500)» mkg Arbeit. Dividiert man dies 
durch die Anzahl der Sekunden im Jahre und durch 75, so 
erhalt man den Betrag von 

8 000 000.. (860 .7500)»^^^^^^ ^ Pferdestarken. 
75 • 365 • 86400 

Der herabfallende Regen würde den gröfsten Teil dieser 
Arbeit wieder ersetzen, den Rest durch die Arbeit des von 
den Bergen herabströmenden Wassers. Könnte man nur 
den 1000**®^ TeU dieser Arbeit praktisch ausnutzen, so würde 
es sich noch immer um 441 Millionen Pferdestärken handeln. 
— Der NiagarafaU allein soll theoretisch 13 Millionen Pferde- 
starken Arbeit liefern können. 

(Über Gegenstände solcher Art haben besonders Helm- 
holtz und Tyndall geschrieben, jedoch ohne Ausführung 
der Rechnungen. Obiges ist im wesentlichen der Inhalt 
eines Vortrags, den Verfasser in einigen Bezirksvereinen 
des Vereins deutscher Ingenieure gehalten tat. Vgl. Zeit- 
schrift dieses Vereins, 1900.) 

511) Die Gravitationskonstante soll berechnet 
werden. 

Je = - — eiebt für die Oberfläche der Erde in tech- 

m ^ 

nischen Mafseinheiten (kg und m): 

^ __ 9,824 . r2 3 • 9,824 • 9,81 



4 3 UßlOOO (4.860.7500)5,6.1000 

.3 "^ "") ^'^ 9,81 

= cv>6,65. 10-10. 
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Im absoluten MaTssystem erhalt man ebenso 

^ ^ 4 (860 . 7500) 5,6 "" ^'^^^ ^^ ' 
d. h. das Q fache. 

512) Wie grofs ist das Volumen, die Masse und. 
das spezifische Gewicht des Mondes? 

Der Mond erscheint ungefähr unter demselben Gesichts- 
winkel, wie die Sonne (kleiner bei ringförmigen, gröfser bei 
totalen Sonnenfinsternissen). Die Sonne ist aber 400 mal so 
weit entfernt, als der Mond, also ist dessen Radius etwa 

, . , 96000 ^ ,^ ^ ., 
gleich = 240 Meilen. 

^^^ /240\» 1 

Das Mondvolumen ist also gleich l^^l oder j^ vom 

Erdvolumen. Die Flutmesser zeigen,. dals die Springfluten 
ungefähr die l,45.fache, die Nippfluten fast die (1 — 0,45) fache 
Höhe der gewöhnlichen Flut haben. Daher verhalten sich 
die Flutwirkungen des Mondes und der Sonne wie 1 : 0,45. 

Nach Newton verhalten sich aber die Flutstörungen 
direkt wie die Massen und umgekehrt wie die 3*®° Potenzen 
der Entfernungen der störenden Körper. (Vgl. z. B. die 
Ingenieur - Ma^ematik des Verfassers, II, Seite 44 — 45.) 
Also ist 

m M 1 n/Lp; 

daher 

M r« 355000^1 r« 1^ 

^ "■ 0,45 * JJ8 ■"" 0,45 ' (400r)3 "" ~ 81 '^^^ 

d. h. die Mondmasse ist der 81*® Teil der Erdmasse. 
Das spezifische Gewicht des Mondes ist also etwa 

— 5,6 oder 

i?'= 3,18. 

Das spezifische Gewicht des Mondes ist jedenfalls wegen 
des geringeren Massendrucks im Inneren kleiner als das der 
Erde; das der Sonne ist kleiner (trotz des gewaltigen Massen- 
drucks) wegen der grofsen Hitze im Innern, die auf mehrere 
Millionen Grade C. geschätzt wird. (Vgl. Sechi, Ritter usw.). 
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Die ÄDziehung zwischen Mond und Erde ist gleich 

m»ii_, m^ (6,65 -lO-^Q) (638- 10^1)» 
r2 "" 81r2 "" 81(50000 • 7500)2 

= cv, 23,8 Trillionen kg = 23 800 Billionen t 

Könnte man sich auf der Erdoberfläche einen Körper ge- 
ringer Ausdehnung denken^ der den 3600*®" Teil der Mond- 
masse hätte, so würde dieser Körper die berechnete Kraft als 
Druck auf die Erde ausüben. 

513) Bemerkung. Kennt man von einem andern 
Planeten die Umlaufszeit um die Sonne und von einem 
seiner Trabanten die Umlaufszeit um den Planeten imd die 
entsprechenden Entfernungen, so kann man aus der oben be- 
stimmten Sonnenmasse die des Planeten und aus seinem 
scheinbaren Durchmesser (bei gegebener Entfernung von der 
Erde) seine Dichte berechnen; dasselbe gilt von der Fall- 
geschwindigkeit auf seiner Oberfläche. 

Die Umlaufszeit eines Planeten um die Sonne oder die 
Entfernung von dieser ergiebt sich aber aus dem oben be- 
sprochenen Gesetze t^ = -^^^^ für die Erde und tl = -^^^l 
für den anderen Planeten, denn durch Division erhält man 
das Kepler sehe Gesetz ~ = — , nach dem sich die Qua- 

draten der Umiaufszeiten verhalten, wie die dritten Potenzen 
der Entfernungen von der Sonne. Von den vier Gröfsen 
kann eine berechnet werden, wenn die übrigen bekannt sind. 

So hat der Jupiter 1490, der Saturn 772, der Uranus 
86,5 Erdmassen, die Dichten aber sind 1,25, 0,72, 0,92. 

Hat der Planet keinen Trabanten, so muls die Massen- 
bestimmung mit Hilfe der Störungstheorie aus Beobachtungen 
abgeleitet werden. 

^) Xjlementare Theorie der Meroatorkarte und der Iioxodromen. 

: }yi3514) Um die nördliche Halbkugel der Erde in stereo- 
graphischerProjektionzu erhalten, projiziert man die Ober- 
fläche vom Südpole 8 auf die im Nordpole -N" berührende Ebene. 

Ist dabei D ein Punkt im Polabstande ND = rd, so wird 

-PrDi = 2rtan^. 
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Der kleine Bogen DE^^l) geht dabei in eine Gerade 
6i = Dii?i über, und da l\ SDEck, SEj^D^, so wird 

6:6i==SJD:S-El. Ist 
aber DE unendlich 
klein, so wird SJE^ 
« SDx und die Pro- 
portion geht über in 

b:b^^SD:SD^ 

"^rcos^: ^, 

cos^ 




wird. 



Projiziert man aber auf die durch M gelegte 
Parallelebene, so wird: 

1) ^Di =^ = r tan-, undfürr=l, je? = tanx-. 



2) 



6i = 



'9 
2 cos^ ^ 



515) Dafs diese Abbildung zu den winkeltreuen ge- 
hört, ist im vorigen Bande nachgewiesen. Hat man also die 

Kugel durch Meri- 
diane und Parallel- 
kreise in ein System 
kleiner Quadrate ein- 
geteilt, so erhält man 
auch in der Ebene 
ein System kleiner 
Quadrate durch kon- 
zentrische Kreise und 
ein Strahlenbuschel 
dargestellt. Umgekehrt erhält man durch Rückprojektion 
der Teilung der Ebene auf die Kugelfläche die Einteilung 
der letzteren. Vgl. Fig. 139. 




Fig. 189. 
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516) In Bd. I, § 314 war nun nachgewiesen, dafs man 
die Ebene in dieser Weise einteilen kann, wenn man folgender- 
malsen verfährt: Soll es sich um n Meridianstreifen handeln, 
80 mache man der Beihe nach die Radien gleich folgenden 
Längen: 

jgf = (ßO =^ 1)^ ^— n ^ e— •* , e—*^, ß~~^ 9 • • V 

SO dafs sie in geometrischer Beihe aufeinander folgen. Jetzt 
teile man einen Parallelstreifen von der Breite KL = 2 jr 
(bezw. 2r7z) ebenfalls in n Parallelstreifen ein. Zieht man 

dann in den Höhen Z = H , -\ , H » . . . über 

— n ^ n n 

(unter) KL, Parallele, so erhält man im Streifen ebenfalls 

Quadrate. Dem Radius Zm = e~ *• entsprechen hier die 
Parallelen in den Abstanden ^m = + • 

Es ist also j8f,„=e^»» und Zm = ^Ig^mt also gilt allgemein 
folgendes: 

Entsprechen einander zwei Punkte der Polar- 
karte und des Mercatorstreifens, so ist für sie 

4) Z=Hg0, = e^. 

Nun war aber nach 1) ;8f = tan — , folglich: 

£t 

Hat auf einer Kugel mit Radius 1 ein Punkt 

den Polabstand i^, so entspricht ihm auf der 

Mercatorkarte von der Breite ^n ein Punkt, der 

vom Äquator {^L) den Abstand 

5) Z = "^Ig tan - 



hat. Umgekehrt ist 

6) tan ^ = ^ und i? = 2arctan e^. 

517) Alle Quadrate auf der Merkatorkarte sind von der 
Seite — , die der Polarkarte haben Seiten, die auf dem 
Einheitskreise ebenfalls gleich — , sonst aber proportional z 
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sind, also von der Gröfse £! — ^K. Den letzteren ent- 

sprechen auf der Kugel nach 2) Quadrate von der Seite 

b = 26t cos2— = — . jef2cos2— = — tan — 2cos2 — = — sm §. 
^ 2 n 2 n 2 2 n 

Zwischen den Quadratseiten der Mercatorkarte und 
den entsprechenden der Kugel findet also die Be- 
ziehung l:8in^ statt, die schon in Bd. I § 318 nach- 
gewiesen worden war. 

518) Führt man statt des Polabstandes ^, wie es in 
der Geographie üblich ist, den Aquatorabstand q> ein 

7t 

(nordliche bezw. südliche Breite), so ist d = — — q? 

V 7t Q) 

und n^A 9 ' ^^® obigen Gleichungen gehen also über in 

^ 4 ^ 



7) Z = 'lg tan (45« — |) = 'lg 



l-ten| 

1 + tan^ 
^ 2 



während das Verhältnis 1 : sin ^ übergeht in 1 : cos q)*) Damit 
e nicht als Exponent gelesen werde, soU es an einigen 
Stellen weggelassen werden. [Wird der Kugelradius nicht 
gleich 1, sondern gleich r gesetzt, so handelt es sich um 
einen Streifen von der Breite KL = 2r jr, d. h. vom r-fachen 
Maisstabe, so dals es sich um 

n / V 1 — tan^ 
8) Z= rlg tan^ = rlg tan 45« — ? = rlg 

handelt] i + ^n ^ 



*) Durch Gleichung 5) ist die Integration 
elementar omgangen, durch 7) die Integration 

^«'•«"' l+tan| 

Damit ist eine Beihe wichtiger Übungsaufgaben der elementaren Be- 
handlung zugänglich gemacht. 



1 + tan| 
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519) Hat also ein Punkt der Kugel den Polabstand ^ 
oder die nördliche Breite q> und die lAagb %, so entspricht 
ihm in der Mercatorkarte ein Punkt mit den Koordinaten 

1-tan? 

9) r - *lg taUg = *lg tan ^45» — |) =- 'lg 

10) X^x- 

Demnach entsprechen einander auf Mercatorkarte und Kugel 
die Kurven 

11) f{X, Y) = und r [x, 'lg tan |) = 0. 

Ebenso entsprechen einander die Kurven 

12) f(Xy *) = und f[Xy 2arctaa e^ = 0. 

Den Geraden der Mercatorkarte Y ^ AX-\-hy die also gegen 
die X-Achse die Neigung a haben^ die aus tan a^ A folgte 
entsprechen auf der Kugel die Kurven 

13) Hgtfm^^Ax + h 
oder 

14) tan|==c^« + ^ 

Dies sind die Gleichungen der Loxodromen von der 
Richtungskonstante A » tan a auf der Kugel^ wenn der Pol- 
abstand t9 und die Breite % ^^ Koordinaten aufgefafst werden. 
Den Koordinatenanfang legt man zweckmäfsig in die Mitte 
der Karte. 

Damit ist gezeigt, wie die gesamte Geometrie der Kugel 
auf den Mercatorstreifen, die Geometrie des letzteren auf die 
Kugel übertragen werden kann^ worüber später noch einiges 
mitgeteilt werden soll. 

Die Konstruktion der transscendenten Ausdrücke ist 
natürlich mit Zirkel und Lineal allein nicht exakt lösbar, sie 
kann jedoch mit beliebiger Annähenmg durchgeführt werden. 

520) Aufgabe. Die Mercatorkarte auf dem Be- 
rührungscylinder der Kugel mit Annäherung zu 
konstruieren. 
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Auflösung. In Fig. 142 ist der Quadrant in acht gleiche 
Teile eingeteilt, man denke sich aber die Teilzahl weit gröfser. 
Die Punkte u^o, ^i, JLj . . . 
Aß sind von M aus auf 
die Cylindergerade Aq T 
projiziert, was Bq, B^, B2, 
Bßf B4 ... giebt. Aus 
jedem der Teilpunkte B 
ist ein Kreisbogen mit 
Kadius MB^, MB^, MB^. . . 
bis zur benachbarten Ge- 
raden gelegt Nach Bd. I 
§ 318 hat bei grofser Teil- 
zahl jeder dieser Bogen die 

richtifi^e Gröise — •— — r, 
^^ n sm ^ 

denn es ist z. B. ^5^:£5 JBf 

- MA^ : MB^ = r : MB^ 

= 1.^^==1- ' 



COS(J.oJfJ-ß) 



= 1 




* sin^g * 

Ist also die Teilzahl 
grofs genug, so kann man 
die fast geradlinigen 
Strecken A^A^y B^ C^, 
B^Cs, BßC^, B^C^ ... der 
Reihe nach als Höhen in 
der Senkrechten der Mer- 
catorkarte auftragen, was 
die den Punkten A ent- 
sprechenden Punkte Aji, 
A[f A2, As . > • der neben- 
stehenden Geraden ÄqÄs Fig. 142. 
des Cylinders oder der 

Merkatorkarte giebt. (Die Karte erhält bei endlicher Teilung 
endliche Höhe, bei unendlicher Teilung unendliche Höhe.) 

521) Bemerkung. Eine ebenso richtige, aber weit 
gröfsere Karte erhält man, wenn man statt der Grundlinien 
der gleichschenkligen Dreiecke MBC ihre Seiten als Höhen 
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eintragt, denn alle diese Dreiecke sind ähnlich. — Ob M er- 
cator so oder nach der vorigen Methode verfahren hat, ist 
gleichgültig. Die genaue Bechnung zeigt, wie Breusing nach- 
eewiesen hat. unter Annahme entsprechender Gröfsea- 
^rMltnisse b^im 80. Breitengrade eine etwa 5 mm grofsere 
Höhe, ab auf der ersten Karte Mercators. Dies scheint für 
die obige Konstruktion zu sprechen, während Breusing die 
Anwendung der Streifen vermutet. Bekanntlich wurde von 
franzosischen Mathematikern dem Mercator anfangs vor- 
geworfen, dafs seine Karte nur endliche Gröfse habe. War 
dies berechtigt, so hatte er eben angenShert konstruiert. 

[Vgl. Breusing: Das Verebnen der KugeliBäche für 
Gradnetzentwürfe, Leipzig, bei Wagner & Debes. Dort wird 
nicht nur eine reiche Litteratur angegeben und durch korrekt 
gezeichnete Netze erläutert, sondern auch der Versuch ge- 
macht, gute deutsche Bezeichnungen for manche nichtssagende 
fremdsprachliche Bezeichnungen einzuführen, z.B. winke 1- 

jß treu statt konform oder ortho- 
morph, flächentreu statt äqui- 
valent usw.] 

523) Ein Beispiel über 
loxodromische Fahrt undFahrt 
auf gröfstem Kreise. 

C^ — ^ ~ ^ Wie lang ist die loxo- 

^•^^ dromische Fahrt von einem 

Orte 50^ nördlicher Breite nach einem solchen von 
10® Breite bei +60® Längenunterschied. 

Auf der Mercatorkarte wird a der Schnittwinkel der 
Loxodromen, also 

^^ %tan(450-^")-'Zi,tan(450-^") 

^) *^° = ±CI = ± n 

3 

= — C% tan 40» — ^Hg tan 20), 
Jim 

wo m der Modul der Briggschen Logarithmen ist. 
Auf dem Globus ist 

^r-^ . 50-10 2 o 
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Also wird die Fahrilänge 

2) l = - — = TT-; — = ^r-; — = ^r—, — (in Meilen), 
sina 9sina 9sma 9sma 

i%tan40o = 9,92381 — 10 
^%tan20Q=^ 9,56107 — 10 

^^( /(7tan4ü lg ^an^U )- ^^^3^29.^ "0,43429- ^""m^- 

Igm = 0,63778 — 1 lgc==^ 0,03671 

Zg7g== 0,49715 ZyJ^= 0,13493 a ^ 38^ 34^ 30" 

lgN== 0,13493 Zj' tan a = 9,90178 — 10 

lg sin a = 9,79486 — 10 lg 5400 = 3,73239 

lg 9 = 0,95424 Zjf Ösin a = 0,74910 



lg 9 sin a = 0,74910 lgt== 2,98329 

FahrtläDge l ^ 962,25 Meilen. 

Jetzt soll die Fahrt auf dem entsprechenden 
gröfsten Kreise berechnet werden, die etwas 
kürzer ist. (Vgl. Fig. 144.) 

Nach dem Cosinussatz ist, wenn man in der Ecke M(AB C) 
die Seiten BMC mit a, CMA mit ß, AMB mit y bezeichnet, 

cos a == cos ß cos y + sin )8 sin y cos A, 

also a bekannt und 

rO 






1800* 
Nun ist hier 

^ = 90<> — 500 = 400, y = 900 — 10« = 80«, A = 60«, 

also 

cos a = cos 400 cos 8O0 + sin 40o sin 8O0 cos 6O0. 

lg sin 400 = 9,80807 
lg cos 400 = 9,88425 lg sm 8O0 = 9,99335 

lg cos 800 = 9,23967 lg cos 6O0 = 9,69897 

lgN= 0,12392 — 1 TgW^ 0,50039 — 1 

JVT =0,13302 
JV; = 0,31651 

cos a = iV+JV^i = 0,44953, Zj cos a = 9,65276, a = 63017' 10", 
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also FahrÜänge 

630 17' 10' 



Zi=«2rjr 



360<> 



«5400 



227 830 
1296000 



= 949,27 Meilen. 




m: 



Der Unterschied der beiden Fahrt- 
längen ist also 962,25 — 949,27 = 12,98 
oder etwa 13 Meilen. 

Um noch zu erfahren, wie grofs der 
Unterschied der beiden Kurswinkel an 
den Ausgangsstellen B und G ist, hat 
man die Winkel B und C des sphärischen 
Dreiecks zu berechnen. Nach dem 
Cosinussatze über dreikantige Ecken findet 
man aus 



Fig. 144. 

cos 6 — cos c cos a cos 40® — cos 80® cos 63® 17' 10 



oofl 7j — - 

sin c sin a sin 80® sin 63® 17' 10" 

den Winkel B = 38® 30' 50", aus 

cos c — cos a cos h 



cos C = 



sin a sin & 



den Winkel C = 107® 17' 50". 

Die Fahrt von B nach G auf gröfstem Kreise beginnt 
mit 38® 30' 50" Abweichung vom Kurse Nord nach Osten, 
die loxodromische mit 51® 25' 30" Abweichung. Der Unter- 
schied der Kurse beträgt bei B 12® 54' 40". 

Die Fahrt von G nach B auf gröfstem Kreise beginnt 
mit 17® 17' 50" Abweichung vom Kurse West nach Süden, 
die loxodromische Fahrt mit 38® 34' 30" Abweichung. Der 
Unterschied der Kurse beträgt bei Ü 21® 16' 40". 

523) Man löse noch Aufgaben wie folgende: 
In der Mercatorkarte liege ein Punkt in der Höhe Z 
über dem Äquator. Unter welchem Breitengrade liegt er 
auf dem Globus? 

In der Mercatorkarte mögen zwei Punkte in den 
Höhen Z^ und Z^ über dem Äquator liegen. Wo liegen sie 
auf der Kugel und wie grofs ist ihre kürzeste auf der Kugel- 
fläche zu messende gegenseitige Entfernung? 

Entfernungsbeispiele. 1) Paris hat 48® 50', 
Berlin 52® 31' Breite. Der Längenunterschied beträgt 11® 3'. 
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Wie weit sind beide Orte voneinander entfernt? Auflösung: 
118| Meilen (7,9^). Wie lang ist die durch beide gelegte 
Loxodrome und wie grofs ist ihr Neigungswinkel? 

2) Paris hat 480 50'10", Moskau 55» 45' 20" Breite; 
Langenunterschied gleich 35^ 13' 50". Wie grofs Entfernung? 
Auflösung: 335^25 Meilen. Wie lang ist die entsprechende 
Loxodrome und wie grofs ihr Neigungswinkel? 

3) Das Kap der Guten Hofihung hat die Breite — 34^ 22' 
und die Lange 36® 9' 24" (von Ferro aus gemessen)^ die 
Insel St Helena — 15® 55' 25" bezw. 110 57 30". Dieselben 
Fragen sind zu beantworten. 

4) A^ und Ä^ mögen die Breiten 17® und — 40® 
haben^ A^ habe die Länge 120®, B^ dagegen — 5®. Die 
obigen Fragen sind zu beantworten. — (Der Winkel A^A^P^ 
wo P der Pol ist, wird gleich 40® 10' 30".) 

524) Siehe auf Seite 386 und 387. 

525) Haupteigenschaften der loxodromischen 
Linien auf der Kugelfläche. 

Die Eigenschaften der Kugelloxodromen folgen aus denen 
der Geraden der Mercatorkarte. Dabei hat man sich aber 
unendlich viele Mercatorkarten nebeneinander zu denken, 
als ob der Berührungscylinder unaufhörUch über die Ebene 
rollend sich abgewickelt hätte. Seine Schraubenlinien, die 
dabei schräge Gerade geben, sind die Abbildungen der 
Loxodromen. Dabei ergeben sich folgende Sätze über die 
Loxodromen: 

1) Jede Loxodrome umkreist die beiden Pole unendlich 

oft. Trotzdem ist ihre Gesamtlänge endlich und zwar gleich 

2m 

- — , wenn a der Winkel ist, unter dem sie die Parallel- 

sm a 

kreise schneidet. 

2) Parallelkreise, die einen Meridian in gleich lange 
Stücke teilen, teilen auch jede Loxodrome in gleiche Stücke. 
Parallelkreise, die auf einem Meridian harmonische Punkte 
geben, geben auch auf jeder Loxodrome harmonische Punkte. 

3) Keine Loxodrome schneidet sich selbst. 

4) Gleichwinklige Loxodromen schneiden einander nicht. 
Sie sollen parallele Loxodromen heifsen. 

5) Die Kurven, welche eine Schar gleichwinkliger Loxo- 
dromen imter konstantem Winkel durchsetzen, sind wieder 

Holzmaller, Stereometrie, n. 25 
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^eichwinUige Loxodromen. Dnrch zwei solciie Scliaren voo 
Lozodromen kann man die Kngelfläche in kleine „Quadrate" 
od^ andi in „ähnliche Rechtecke" oder aach in „ähnliche 
Rhomben" oder in „ähnliche Parallel<^;ramme" einteilen. 
Die Flächen sind dabei als nnendlich klein m denken. 

6) Schneiden einander zwei Losodromeo, so schneiden 
sie einander nnendlich oft and zwar in periodisch aufeinander 
folgenden „Längen". Dies folgt daraas, dals die aneodlich 
vielen Geraden der Mercatorkarte, die den beiden entsprechen, 
sich aof dieser periodisch sdineiden. 

7) Einem bannonischen Strahlenbäs(^el der Mercatorkarte 

entspricht ein haimoniscfaes 
Lozodromenböschel der 

Kogelfläche, welches jedoch 
unendlich viele !^oten- 
pankte hat. — Wie jede 
Gerade der Mercatoikarte 
durch ein harmonisches 
Strablenböschel hanncaiisch 
geschnitten wird, so wird 
jede Kugelloxodrome durch 
ein bannonisches Loxo- 
drontenbüscbel harmonisch 
geschnitten (was jedoch un- 
endlich oft geschieht). Ist 
das Büschel anbarmonisch, 
P'K- »*ß- 8o werden sämtliche Loio- 

dromen durch dieses unter 
demselben Doppelverbältnisse geschnitten. 

8) Durch je zwei projektivische Strahlenbüschel oder 
Punktreiben der Mercatorkarte wird ein Kegelschnitt be- 
stimmt, von dem die Sätze von Pascal und Brianchon gelten. 
Durch je zwei projektivische Lozodromenbüschel auf der 
Kugel oder durch je zwei projektivische Punktreiben auf 
Lozodromen wird eine Kurve bestinunt, die loxodromiseh 
dem Paecalschen und dem Brianchonschen Satze gehorcht 
und das losodromischc Bild eines Kegelschnittes ist. 

9) Die Winkelsummc im geradlinigen Dreieck ist gleidi 
zwei Rechten. Folglich: Die Winkeleumme im lozodromischen 
Dreieck ist gleich zwei Rechten. 
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526) Bemerkungen. Die Sätze über das Kreisbüschel 
und die orthogonale Kreisschar auf der Kugelääche^ die 
in Bd. I, § 324 bis 326 behandelten Sätze über Kreisreihen 
auf der Kugelfläche lassen sich in Sätze über Mercatorsche 
Ovale transformieren^ die verhältnismäfsig leicht auszu- 
fiprechen sind. 

Beihen von Berührungskreisen zwischen je zwei parallelen 
oder einander schneidenden Loxodromen entsprechen in der 
Mercatorkarte Reihen von Mercatorschen Ovalen, die in den 
Baujn zwischen zwei Parallelen oder zwei einander schneiden- 
den Geraden eingetragen sind. 

Durch stereographische Projektion vom Pole aus gehen 
die Loxodromen in logarithmische Spuren über, deren 
Eigenschaften sehr bequem aus den ersteren oder aus den 
Greraden der Mercatorkarte al^eleitet werden können. 

527) Durch Inversion geht die loxodromisohe Quadrat- 
einteUung der Kugelfläche in eine Quadratteilung der ent- 
sprechenden Kugelfläche über, wobei die beiden Pole in 
irgendwelche Punkte der neuen Kugel übergehen. Während 
die eigentlichen Loxodromen die Meridiane und Parallel- 
kreise unter konstanten Winkeln durchsetzen, durchsetzen 
ihre Abbildungen ein beliebiges E^reisbüschel der Kugel- 
fläche und dessen orthogonale Kreisschar unter konstanten 
Winkeln. (Vgl. Bd. I,§ 302— 313.) Die verallgemeinerten Loxo- 
dromen sollen die des Kreisbüschels der Kugelfläche heifsen. 

528) Denkt man sich in den Streifen zwischen parallelen 
KugeUoxodromen Berührungskreise eingezeichnet, und durch 
diese Kugeln gelegt, welche die Kugelfläche orthogonal 
schneiden, so bilden die dicht aufeinander folgenden Kugeln 
eine transscendente Kanalfläche, welche die Eigentümlichkeit 
hat, bei jeder räumlichen Inversion wieder in eine loxo- 
dromisohe Kanalfläche überzugehen, wobei das Wort 
loxodromisch in dem soeben erklärten allgemeineren Sinne 
aufzufassen ist. Wie also bei der Inversion der Charakter 
der Kugel erhalten bleibt (invariant ist), so bleibt auch der 
Charakter der loxodromischen Kanalflächen bei jeder In- 
version erhalten. Die Flächen sind daher der elementaren 
Untersuchung zugänglich.''') 

*) Vgl. des Verfassers Abhandlung, Über gewisse transscendente 
Flftchen, welche die Cyklide als besonderen F^ enthalten in Bd. 94 
des GreU. Journals. 
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Bemerkungen. Modelle der Kugelfläche mit quadra- 
tischer Einteilung durch Lozodromen nach Art der 
Fig. 202 des ersten Bandes erhalt man bei Marti» 
Schilling in Halle zu 8.50 Mk. bezw. 6.50 Mk.; solche 
mit quadratischer Einteilung durch Orthogonalscharen von 
Kreisen mit getrennten oder zusammenfallenden Polen 
(Büschelpunkten) zu 26 Mk. bezw. 21 Mk. Das teurere 
Modell hat jedesmal Schwarzförbung der eingeritzten Linien. 

III) Die Hauptaufgaben der sphärischen Trigonometrie.*) 

a) Die Grundformeln. 

529) Denkt man sich um den Schnittpunkt der Kanten 
einer dreiseitigen Ecke eine Kugelfläche mit dem Kadius 1) 
gelegt^ so wird diese von den Seitenflächen der Ecke in 
Hauptkreisen geschnitten, deren Bogen a, 6, c in den Mafs- 
zahlen mit den Seiten der Ecke übereinstimmen, während 
die Winkel a, ßy y des sphärischen Dreiecks gleich den 
Winkeln der Ecke sind. Zwischen den Winkeln imd Seiten 
des sphärischen Dreiecks finden also die bei der dreiseitigen 
Ecke in Nr. 267 bis 280 abgeleiteten Beziehungen statt. 
Hierher gehört der Cosinussatz zur Berechnung der Seiten und 
Winkel (Gl. 1 und 1*, 2 und 2* in Nr. 267 und 269), die Formel 
zur Berechnung des Sinus einer Seite oder eines Winkels 
aus den Winkeln bezw. Seiten des Dreiecks (Gl. 3 und 3* 
in Nr. 271), der Sinussatz (Gl. 4 und 4* in Nr. 273) und die 
Formeln 5 und 5* in Nr. 275 für die Cotangente einer Seite 
bezw. eines Winkels. 

Hier soll nur von Dreiecken die Rede sein, bei denen 
keine Seite und kein Winkel den Betrag von 180® über- 
schreitet. 

Hat die Kugel den Radius r, so ist S = ra, S = r6, 
c=^rCf sobald a, 6, c in Bogenmafs gegeben sind, dagegen 



180<>' 180®' 1800' 

wenn die Seiten in Winkelgraden gegeben sind. Die Flächen- 
formel ist dann mit r^ zu multiplizieren. In der Regel 

*) Da es rorzfigliche Lehrbficher der sphärischen Trigonometrie 
giebt, wird hier nnr das Wesentlichste behandelt. 
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soll aber hier nur von der Kugel mit Radius 1 gesprochen 
werden. 

530) Schon die bis hierher angegebenen Formehi ge- 
nügen vorläufig zur Berechnung der sphärischen Dreiecke 
aus drei gegebenen Stücken. Nur sind die Formeln un- 
bequem för die loearithmische Berechnung. Brauchbarere 
findet man för den Fall, dafe zwei Seiten^und die beiden 
gegenüber liegenden Winkel bekannt sind^ durch folgende 
Betrachtung. Nach dem Cosinussatze hat man 

cos a — cos 6 cos c = sin & sin c cos a 

cos h — cos c cos a = sin c sin a sin ß, 

also durch Addition 

(cos a + cos 6) (1 — cos c) = sin c (sin 6 cos a + sin a cos ß) 

oder 

^ a + 6 a — ^ci • 9^ 
2cos — - — cos — ^ — 2sm2 — 

u u u 

C C 

= 2 sin— COS — (sin 6 cosa + sina cos^). 

Daraus folgt 

a + 6 a — J> . c ., . 

2 cos — ^ — cos — ^ — tM^ö = s"^^ cosa -|- sma cosp^ 

und wenn man dem Sinussatze entsprechend sina-; — — für 

^ sma 

sin& einsetzt 

^ a-l-6 a — b. c sina . , , ^^ 
2cos — pj — cos — PS — tan — = -; — sm (a + ß) 
2 2 2 8ma ^ ^ 

oder endlich 

6) tanj = ^ ^y° + ^) , . 

2 sma^ a + o a — o 
2 cos — ^ — cos — ^ — 

531) Ebenso folgt aus dem anderen Cosinussatze 
6») cot^ = i!°" sin(a + 6) 



2 sina^ <i + ß a — ß ' 

2C0S — ^-^ cos jr-^ 

was sich auch mit Hilfe der Polarecke auf« 6) ableiten lafst. 
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Diese Formeln können den for dreikantige Ecken ab- 
geleiteten Grmndformeln noch beigefögt werden. 

ß) VoriSiifictt BareehnnngBweiae sphaariBähmr I>reiaelEe mit 

Hilfb dar Qnindf ormeln. 

532) Grieben die Seiten a, h, c. Man findet 

cos a — cos b cos e . cos h — cos c cos a 

coea«= 1 — T — : 9 cosp = ; ; , 

amb^mc ^ smcsina 

cosc — cosacosfr ^ a^ + ß^ + Y^ — 180<> 
' sm a sin 6 ISO** 

533) Gegeben die Winkel a, ß, y. Man findet 

cos a + cos ß cos r , cos ß + cos y cos a 

cosa=» . ^ . -j cos6 = ^ r^ , 

sinp sin y sin y sm a 

cos r + cos a cos ß 

cosc = '—. ; —. 

sin a sin / 

F wie vorher. 

534) G^eben a, b und der G^enwinkel ß. Man findet 

sina . . 

sm a = -r-T 81B ß, 
sin 6 '^ 

was im allgemeinen zweideutig ist, so dais zwei Sechnungen 
mit Gl und o^ nötig sind. Femer ist 

c sin a sin (a + ß) 

tan — = 



2 sina ^ a + 6 a — 6 ' 

2C08 ;r cos tz 



^y sin a sin (a + 6) 

cot ^ = — ^ 



2 sina ^ o + iS a — ß ' 
2cos — ^-^ cos — ^-^ 

(Auch der Sinussatz konnte angewandt werden.) JP wie vorher. 

535) Gegeben a, b und der angeschlossene Winkel y. 
Man findet 

cos c == cos a cos b + sina sinb sin y 

und fihrt nach einer der obigen Methoden fort. 



Die Haaptaa%aben der sphäriscben Trigonometrie. 393 

536) Gegeben ßy y, b. Man findet zweideutig 
sin & sin y ^ a sin 6 sin (Ä + y) 

sin C = -. — ;r-^ , tan 7;r == \r f/ 



&mß ' 2 sinÄ^ b + c b — c' 
^ ^ 2cos — ^ — cos — ^ — 

^a sin jS sin (b + c) 

cot^r« 



2 sin 6-, ß + y ß — y ' 
2 cos ^ ^ oos ^ ^ 

537) Gegeben 6 und die anliegenden Winkel a und y. 
Man findet 

cos ß = cos a cos y + sin a sin y cos b, 
usw. 

Bemerkung. In den Fällen der Zweideutigkeit ist 
am Schlufs der Rechnung zu untersuchen, ob von den beiden 
Dreiecken nur eines, oder ob beide möglich sind. £s 
kommt vor allem darauf an, ob die Bedingungen d+b + c 
< 2 jr und ji <a + ß + y <S7i erföllt sind. 

y) Für bequemere logarithmiBohe Rechnung umgestaltete 

Formeln« 

538) Er handelt sich um die in Nr. 276 und 277 mit 
Hilfe von 

a+b+ c , a+ß+y 
s^ 2 "^^ ^ 2 

entwickelten Formeln für 



für 



cos-, siug, taUg, sina; 



et a (i 

cos^, sin^, tan^, sina; 



um die nach Moll weide, Gaufs, Delambre und Neper ge- 
nannten Formeln und um das Analogon des Tangentensatzes. 

BeiBadiüs 1) ist F^{a + ß + y — 7t)=^IJ, die Formel 17 

. a , b 
-— sm — sm TT 
. E 2 2. 

sm -TT- =» sm y 

2 c 

cos 2 
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geht also über in 

. a . 6 
■^ sm — sm — 
. F 2 2 . 
1) ^^2^ —smy. 

Nach den übrigen früher abgeleiteten Formehi ist ebenso 

^ cot-cot- + co8y 

siny ' 



2) 


OOtg- 


3) 


. F 

sin — = 
4 


4) 


F 

008-^ = 

4 


5) 


tan — = 
4 




. s . s — a . s — b , 8 — c 



a b c 
cos ^ cos — cos — 

Ct iL u 




s s — a s — b s — c 
cos ^ cos — - — cos — - — cos — - — 

a b c ^ 

cos — cos — cos — 

s 8 — a 8 — b 8 — c 
tan - tan —^ — tan— g— tan— ^, 

. - F ^ ysin 8 sin (5 — a) sin (5 — b) sin {s — c) 

O ) sm -pr = 7 • 

2 ^ a b c 

2cos— cos — cos — 

iL £t u 

b) Bereohntmg sphäriBoher Dreiecke mittels der Terbesserten 

Formeln. 

539) Gegeben die drei Seiten a, by c. Man bildet 

a-\-b -^ c 

' — 2— 

und findet 



cos 



a _ -1 /sin 8 • sin (s — d) ß __ "i /sin s • sin (5 — b) 

2 )l sinb-sinc ^ 2 ]/ sine • sina ^ 



y 1 /sin s • sin (s — c) 
2 r sm a • sm b 
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F ist nach einer der Formeln 3) bis 6) zu berechnen^ von 
denen 5) die einfachste ist. Ebenso kann man 



ton " - 1 A^° ^^ ~ ^) ^^° ^ 
2 }l sin s sin (5 — a) 



benutzen. (Siehe die Bemerkung unter 545.) 

540) Gegeben die drei Winkel a, ß^ y. Man bildet 



o = 



und findet 



1-]/= 



'cos (o — ß) cos (a — r) 
cos ^ " ^ ^ ^ " 



sin ß sin y 



> 



__■! /cos(a — 



— y) cos (o — a) 

cos :r- ■ ' ^ ^ ^ 



2 ^ sin y sin a 



-f 



^^^ c ■|/cos(a — a) cos(a — ß) 



2 f sina sin/? 

Auch die Formeln 



a 1 / cos a 



cos (a — a) 



j8) cos (a — y) 
usw. können benutzt werden (Siehe Bemerkungen.) 

a^ + ^0 + yo — 1800 



F^ 



n 



1800 

541) Gegeben a, 6, y. Man findet nach Neper: 

a — 6 

C08-^- 

^ a — 6 

tan 

a — ß ^ g + jg ^2 

tan— — i- = tan "^ p^- 

2 2 ^ a+o 

tan :r — 



oder 
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. a — b 
, a-ß ^"^^- V 

sm — :r 



. a + ß 
sin ^ , 

tan- = tan — - — . 

2 . a — ß 2 

sin — —-^ 



542) G^eben a, ß, c. Man findet nach Neper: 

a-ß 

008 ^ 

a 4-0 2 c 

cos -2-^ 

a — /S . a — ß 
, tan — 5"-^ sm — jr-^ 

tan »= tan = tan — . 

2 2 , a + ß . a + ß 2 

tan — 5-^ sm — 5-^ 

. a — b 

sm-^- 

543) Gegeben a, b, a. Der Sinussatz giebt zweideutig 

. ^ sin6 . 
sm ß = -;^ — sm a. 
'^ sma 



Nach Neper findet man 



. CL + ß 

sm , "^ , 

c 2 , a — 6 

tan — == ;; tan — ^r — , 

2 . a—ß 2 ' 

sm zr-^ 



. a — b 
sm 
. y 2 .0. — ß 

tan^ = TT ^^* — ^ 

2 . a + 2 

sm :r 
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544) Gegeben a^ a, ß. Der Sinussatz giebt zweideutig 



. , Bin/S . 
sino = -T— ^ sina. 
sina 



Nach Neper ist 



sm ^ 
c 2 ^ a — 

sin -2-^ 

. a — 6 
sm 

tan^ = -^ cot — ^^ . 

sm — - — 

Bemerkungen. Sind alle Elemente zu berechnen^ so 
kann die Behandlung noch abgekürzt werden^ z. B. f olgender- 
mafsen. 

545) Sind a, h, c gegeben^ so berechne man den Loga- 
rithmus der Hilfsgröfse 

, __ -1 /8in(s — ä) sin(s — 6) sin(s — c) 
f sins 

und fahre fort mit 

^ a k ^ ß Je 

tan^ = -; — : r, tan^ = 



2 sin(5 — a)' 2 sin(s — 6)' 

tan^ = 



2 sin (5 — c) ' 

(Die Gröfse h stellt sich unten als tan q^ d. h. als Tangente 
vom sphärischen Radius des einbeschriebenen Kreises heraus.) 

546) Sind a, ß, y gegeben, so berechne man den 
Logarithmus von 

j , /cos {o — a) cos (o — ß) cos (a — y) 



-.-f 



— cos o 
und fahre fort mit 

COts-«» 7-^^ X, COt- = ^ ;rr, COt- « r^ r. 

2 co8(a — a) 2 co8(a — ß) 2 cos(a — y) 



398 IV. Die KugeL 

(Die Grolse \ stellt sich unten als cot r heraus , wo r der 
sphärische Radius des umbeschriebenen Kreises ist.) 

547) Wird nur nach der Flache F gefragt^ so benutzt 
man^ wenn a, h, c gegeben sind^ die Formel 5) von L'Huilier^ 
wenn a, ß, y gegeben sind, die Formel 

180<> 1800 

Sind dagegen gegeben a^ b, y, so benutze man zur direkten 
Berechnung die Formel 

ab. b c , 

_ tan— tan — smy tan— tan^sma 



7) tan^=« 



1 + tan— tan — cosy 1 + tan — tan^cosa 
a 



tan^tan^sin^S 



c . a ^ 



1 + tan— tan^cosjS 

«die sich folgendermafsen ableiten läfst. 

Man setze a^+ ß^+y^— 180<> =- -B®, dann ist 

. E a + ß + y a + ß y . . a+ß . y 

sm-^ = — cos 1 — '- = — cos— 2-^co8|^ + sm^^sin^, 

E . a + ß + y . a + ß y , a + ß . y 

<;os-^ = sm § -=« sm — ^-^cos^ + cos — ^z-^^m ~. 

u u Ci u £t Ci 

Nach den Mollweideschen Gleichungen ist 

.a + ß c a — b y 

sm — ^ cos - = cos — g— cos 1^ , 



a+ß c a+b . y 

cos — ^-^ cos^ = cos — ^ — sin^ . 



Setzt man die daraus folgenden Werte von sin 

_1_ R 

-und cos — ^r-^ in die obigen Gleichungen ein, so folgt 



:.« + /* 
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a-\-b . y a — h y 

^2 3 ^^'2+ 1 '"^2 

cos^ cos^ 

. a . 6 . 
sin — sm^smy 

c 
cos 2 

a — h y a + 6 . y 
cos 2 3 C0S2+ sin 2 

1 \( a b , . a . b\ ( a b . a . b\ . . ' 

= — ^1100820082+ siiig sm-lcosV + lcoSgCOSg — smgSm^lsmV , 

CO82 

'^^'^ a b , . a . b 

^ cos 2 cos 2 + 81112 sin -cos y 

«««2 c 

cos 2 



Durch Division erhält man 



a.b. 



^ sm-sin-smy 



tan^^ = 



2 a b , . a . b 

cos^cos— + sin — sm — cosy 

Li U Ci U 

Dividiert man endlich noch den Zähler und Nenner durch 
cos ^ cos jr , so ergiebt sich die obige Gleichung 7). 

e) Sonderfall des rechtwinkligen Dreiecks mit y = 90^ 

548) Gegeben a und c. Man findet aus den all- 
gemeinen Formeln 

sina ^ tana , cosc 

sm a = -; — ; cos ß == ;; : cos 6 = . 

sm c tanc cosa 
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549) Gegeben a und 6. 

tana , ^ tan& 
tan a = -; — =^ : tan p = -; — : cos c « 808 a cos 6. 
sin sina 

550) Gegeben c und a. 

cot ß ^ cos c tana ; sin a = sin c sin a; tan h = tanc cos a. 

551) Gegeben a und a. 

. ^ cosa . sina . , tana 

sm p = : sin c = —. — : sin 6 = . 

cosa sina tana 

552) Gegeben a und ß. 

. - ^ tana , , . 

cosa » cosasinp : tanc== ^\ tano=» sm a tanp. 

cosp 

553) Gegeben a und ß. 

X a cosa , C08Ä 

cos c = cota cotp: cosa = -; — ;:: cosö = -7— ^. 

sinp sina 

554) Der Flächeninhalt F kann berechnet werden nach 
der Formel 

qO+^O+yO — 1800 gO + ^0 — 90^ 

180« "■"' 1800 ' 

oder nach der Formel von L'Huilier: 



F -i/ s s — a. s — b, s—c 
tan— = 1/ tan^tan — - — tan — - — tan — ^r— , 
4 r ^ ^ 2 J 



oder nach der aus dem vorigem Abschnitt folgenden Formel 

^ , tan— sma tan^r-srnp 

F a 2 2 

7) tan— = tan — tan— == 



2 2 2 ft a ' 

1 + tan ^cosa 1 + tan -^cosß 

von denen die erste die einfachste ist^ während die anderen 
zur direkten Inhaltsberechnung bei g^benen h und a 
bezw. a und ß dienen können. 

C) Die um-, ein- und anbeschriebenenKreise sphäriBcherBreieoke. 

556) Aufgabe. Den sphärischen Kadius des 
einem sphärischen Dreieck umbeschriebenen Kreises 
aus dessen Winkeln zu berechnen. 
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Auflösung. Errichtet man in den Balbierungspunkten 
der Dreiecksseiten sphärische Lote^ so schneiden sich diese 
im sphärischen Mittelpunkte des umbe- 
schriebenen Kreises. Dabei ist C = Cv 
fj = fj^^ '& = ^^. Zugleich ist 

^ + * = a, d + c = Ä C + v-y- 

Setzt man also ^ — — = o, so wird ^ 

^ = o — a, fj = a — ß, d = a — y. 

Im rechtwinkligen Dreieck AFM ist cot J.Jf 

- — - c 

= cos d' cot ÄF oder cot r = cos (o — y) cot ^, 

oder, da 

c 1/ cos o cos la — y) . , 

tan^ = ^ ;^ ' , '\. ist, 

2 f cos(a — a)cos(a — ß) 

f — cosa 

womit die in Nr. 546 angewandte Hilfsgröfse Jc^ ihre geo- 
metrische Deutung gefunden hat. 

Bezeichnet man den „Polareckensinus" 

y — cos o cos (a — a) cos (o — ß) cos (0 — y) 

mit 2, so hat man zugleich die Formel 

P) cotr —. 

cosa 

In I) und I*) steckt der Wurzel wegen noch eine Zwei- 
deutigkeit. Diese kann entfernt werden, wenn man nur 

von Dreiecken sprechen will, für die r < ^ ist, so dafs 

cotr positiv wird. Versteht man jetzt, wie es gebräuchlich 
ist, unter S den positiven Wurzelwert, so muls man, da 
a < 90^ ist, cos a mit dem negativen Zeichen versehen. 
Daher schreiben die Lehrbücher*) 

I**) cot r == — ^— . 

— cos ö 



*) B alt zers Elemente sprechen den Vorbehalt ausdrücklich aus. 
Andere Lehrbücher pflegen das negative Zeichen nicht zu begründen. 

Holzmüller, Stereometrie. IL 26 



402 IV. Die Kugel 

557) Aufgabe. Denselben Badius durch die 
Seiten des Dreiecks auszudrucken. 

1. Auflösung. Benutzt man die in Nr. 286 ab- 
geleitete Formel — = -; — , so folgt aus der soeben ab- 
geleiteten Gleichung I*) 

cosa 2sm^co82r 
cosa cos a sin a 2 2 

tanr = — .=- = — ^-i = ^—, 

2, osma osma 



Oi-m I a 

2 ßin^l / ( — cos oY cos^ — 

^ S f sin^a 

oder 

a 



2 sin 



-1 /( — cos ( 
Y sin^a 



2 1 /( — cos oY cos (a — ß) cos (a — y) 
tanr= " 



2 sin 



S f sin^ a sin ^ sin y 

a 



— cos a cos {a — ß) -i / 
sin a sin y f 



2 1 / — cos o cos {a — ß) -i /— cos o cos (a — y) 



S f sin a sin y f sin a • sin ß 

^ . a . b . c 
2sm^ • sm^sm^ 



also 



^ . a . 6 . c 

2 sm — sm -zr sm — 
_^ 222 
n) tan r = 



8 



^ . a , 6 . c 
Ssm-sm-sm^ 



ysin s sin (s — ä) sin {s — b) sin(s — c) 

2. Auflösung. Will man die Formel II) selbständig 
entwickeln, so kann man folgendermafsen verfahren: 

Im /\ ABM ist nach dem Cosinussatze 

« cos r — cos c cos r 1 — cos c 

cos 17 = ; ; = ; COt r, 

sm c sm r sm c 
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«benso im /\ ACM 

COS w = cos (a — ^) = — ; — 7 — cot r. 

' ^ sin 

Daxaus folgt durch Division 

cos (a — #) 1 — cos 6 sine 



cos d sin 6 1 — cos c 

1 — cos 6 sin c 1 + cos c 
sin 6 1 — cos c 1 + cos c 

oder . . , - 1 — cos 6 1 + cos c 

cos a + sm a tan ^ = ; — 7 ; . 

sm sin c 

Setzt man hier nach dem Cosinussatze 

cos a — cos h cos c 



cosa 



sin 6 sin c 



«nd (nach Formel 9 in Nr. 276) 

2 2 S 

«ina = . , . — Vsin 5 sin (5 — a) sin (5 — 6)sin (s— c)=-r-^-^ — 
smosmc' / v / \ / gmosmc 

«in, so vereinfacht sich die letzte Gleichimg zu 

cos a + 2 S tan # = 1 — cos h + cos c 

oder ^ - 1 — (cos a + cos 6 — cos c) 

"^^ ^ 2S 

und daraus folgt 

sec2 1? =- 1 + tan» d = 

^ 4 5»+ 1 — 2 (cos a + cos 6 — cos c) + (cos a + cos 6 — cos c)* 

4^ • 

Nun ist nach 3*) in Nr. 271 

4 S» = 1 — cos» a — cos» h — cos» c + 2 cos a cos 6 cos c. 

Setzt man dies rechts in den Zähler ein, so vereinfacht sich 
dieser erhebKch und es wird 

sec»!? 

1— cosa — cos6--cosc+cosacos6— cosfecosc— cosacosc+cosacosftcosc 

" 28 

. a . 6 c 

,. - _ _ ,^ V O sm» — sm» -zr cos» -zr 

_ (1 — cos a) (1 — cos 6) (1 — cos c) ^ 2 2 2 

26* 
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SO daTs man schlielslich hat 

^ . a . b c 
2 sin — sin — cos — 

O ^ ^ Ä 

sec ^ == 5 . 

Aus der Anfangsgleichung der ganzen Rechnung folgt aber 

1 1 28in4 1 

1 — cos c 1 2 1 ^ c - 

tan r = ; • r = ^ = tan — sec ^ ^ 

sm c cos '& r^ . c c cos v 2 

2sm — cos— 

Setzt man hier den soeben berechneten Wert von sec # ein, 

^"""^ ^ . a . b . c 

28m-sm-sm2 

tanr = ^ , 

was mit dem vorher berechneten Werte übereinstimmt« 

558) Bemerkung. Aus I und II folgt: 

^ . a . b , c 
2 sm 2 sm - sm ^ 



tarn r = 




- cosa 




2: 


sina 




s 


sina 




2 



s 

so dafs ^ . a , b , c 

2sm-sm-sm- 



cosa 



Daraus folgt die Beziehung: 



^ . a , b , c . h , c 

2 sm ^ sm - sm - sm - sm - 

cosa 2 2 2 2 2 



sm a sm a a 

die bisweilen verwendbar ist. Bildet man noch die beiden 
zugehörigen Formeln, so entsteht durch Multiplikation: 

. a . b . c 

sm^ — sm^ — sm^ — 

cos^a 2 2 2 



sin a sin iS sin y a b c 

cos — cos — cos ^ 

£d u ^ 



. a . b . c ^ a ^ b ^ c 
= sm — sm — sm — tan — tan — tan ^. 

td U U. ^ Cl u 



Die Hauptaufgaben der sphärischen Trigonometrie. 405 

559) Aufgabe. Den sphärischen Radius des 
einem sphärischen Dreieck einbeschriebenen Kreises 
aus den Dreiecksseiten zu berechnen. 

Auflösung. Halbiert man die Winkel eines sphärischen 
Dreiecks durch Hauptkreise der 
Kugel ^ so treffen sich diese im 
Mittelpunkte fi des einbeschrie- 
benen Kreises, so dafs fiD==^ fiE 
= jbLF=Q ist. Man setze ÄJE i:\ 
= AF^ t^y BI ^BT)^ t^y CD 

a + & + c 

80 ist für die genannten Tan- 
genten: 

<i = s — a, t2 = s — b, tg = s — c. 
Im rechtwinkeligen Dreiecke ÄF/ll ist 

tan jLtF = sin ÄF tan — , 
oder 

tan Q = sin (5 — a) tan — . 

tu 



= CE = tgj und — —^ — = 5, 




Setzt man hier für tan ^ seinen Wert 1/ — i h^ — ^^ — r - 

ein. so wird. ^ |^ sm5sm(s — a) ^ 



III) tang^l/^^(^-^)^^°^^-^)^^°(^-^)=.Ä;, 

f^ sms 

womit die in Nr. 545 eingeführte Hilfsgröfse Tc ihre geo- 
metrische Deutung erhält. Führt man den Eckensinus 8 
ein, so wird: 

in*) tan Q = ^ 



sms 



560) Aufgabe. Die sphärischen Eadien der drei 
anderen Berührungskreise aus den Dreiecksseiten 
zu bestimmen. 

Auflösung: Man findet auf demselben Wege: 
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IV) 



IV. Dia Kugel. 

s 



tan^i = ~ 



tan ^2 = -7 



sin {s — a) 

S 



tan^g ^'IT 



sin (s — b) 
S 



sin (s — a) 

Bemerkung. Aus III) und IV) folgt die merkwürdige 
Beziehung: 

V) tan Q tan q^ tan q^ tan ^g = 8^. 

561) Aufgabe. Den sphärischen Radius des ein- 
beschriebenen Kreises aus den Dreieckswinkeln zu 
bestimmen. 

Auflosung. Aus Gleichung HI*) folgt: 



sm5 
cot^ = --g- 



8 



sma 



Nun ist ^ = -; — , folfi:lich ist 
Z sm a ^ 



cot^ = 



2 sm 5 sm — cos ^ 
smssma 2 2 



sina^ 



sina^* 



oder 



cot^=» 



2 cos^l /sin^Ä-sin* — 



2 cos — 



sin^a 



-1 /sin^s si 
l^sin^" 



sin (s — 6) sin (s — c) 



sin & • sin c 



2 cos 



a 



1 /sin5 • sin (s — V) 1 /sin 5 sin (s 
f sinasinc f sinasi 



g — g) 
sin& 



Es ist also: 



2co8h^ 

___ cos I cos L. 
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c^ a ß y 
2 cos — cos ^ cos ^ 

VI) cot^ = ^ 

n <^ ß 7 

2 cos — cos ^ cos ^ 

y — cos a cos (a — a) cos (a — j8) cos (a — y) 
Aus in*) und VI) folgt: 

o « /* y 

2 cos — cos ^ cos TT 



also 



8m5 


2 


>^^^i^ ^ ^i^^-r 


2 


S 




^ 


^ 


sina 5 




sins 





sina -Z ^ a ß y 

2 cos — cos ^ cos ^, 

^ ^ u 



oder 



sm a sm 5 



also 



. a iÖ y' 

sm ^ cos ^ cos ^ 



ß y 

cos ^ cos '^ 
sms 2 2 



sin a . a 

sing 



und 



9^ 9/* «y 

. „ cos^ - cos^ ^ cos^ ^ 

sin^s 2 2 2 



sina sin 6 sine . a . ß . y 

sm^sinlsinl 



usw. 



562) Aufgabe. Die sphärischen Kadien der drei 
anderen Berührungskreise aus den Dreieckswinkeln 
zu bestimmen. 

Auflösung. Aus 

sin(5 — a) 
cot^i= — ^-^ 

folgt auf demselben Wege: 
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cot Qi = 



. , . . 2 8iii(5 — a) sin-cos^ 

sin (s — a) sin a ^ 2 2 



sina^ 



sina^ 



2C08^ 



-i/Bm^{s — ä) sin {s — 6) si 
f sin^ a sin 6 si 



sin (s — c) 
sine 



2 cos 



'ifi 



sin (s — c) sin 



sine sin 



in(s — Ä)]/si 
ina f 



sin(s — a) &m(s — b) 



sin a sin b 



2 cos - 



So erhält man allgemein: 



VII) 



cot^i 



2 cos — sm ^ sm ^ 

£i £i bt 



cot ^2 ^ 



2 cos ^ sm ^ sm — 

£i u u 



cot ^3 = 



o 7 ' ^ ' ß 
2cos^ sm— sm^ 

dt u Ct 



Daraus und aus VI und V folgt: 

T7TTT\ 4. X 4. X sin2 a sin« ß sin2 y 
Vni) cot Q cot^i cot ^2 cot^g = Tyi 



S^' 



Hieraus lassen sich neue Beziehungen für S und H ableiten. 
So folgt z. B. aus 

sin« a sin« ß sin« y 1 



IX) 



sm*a 



. sm/Jsmy 

S = sm« a —p-^. ^ 

2sma 
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Bildet man hierzu die cyklisch zugehörigen Formeln, so ent- 
steht durch Multiplikation: 

X) 8 iS^ = sin a sin ^ siny sin^ a sin^ h sin^ c. 

Ebenso folgt: 

^.. ^ sina sin j8 sin y 
AI) ^ 

und 

Xn) 8 -2** = sin^ a sin^ ß sin* y sin a sin & sin c. 

563) Aufgabe. Die sphärischen Radien der um- 
beschriebenen Kreise der drei Nebendreiecke zu be- 
rechnen. 

Auflösung. Die Aufgabe kann mit Hilfe folgender 
Betrachtung gelöst werden: 

^ . a . b , c 
äsm-sm-sm^- g 

Aus tanr = ^ und tano = -: — folgt: 

S sms ° 

^ . a . b . c 

2 sm — sm — sin — 

2 2 2 

1) tanrtanDi= ; . 

^^ sms 

Das an die Seite a anstoisende 
Nebendreieck hat die Seiten a, n — b 
imd 7t — c. Für dieses Dreieck gilt 
ebenso die Formel: 

tan r^ tan q^ 

^ . a . (Tt b\ , (ji c\ 
28m-sm^^-^jsm^--^J 

. a + (jT — b) + (ji — c) 
sm ^^ ^ ^^ 

o • ^ 6 c 
2sm^ cos— cos — 

JL dt £t 




Fig. 148. 



. 2 TT — (fe + c — a) 

sm ^-^r 



oder 



2 sm — cos — cos ^ 

2) tan r. tan o. = r—. ^ 

^ ^^ sm(s — d) 
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IV. Die Kugel. 
Setzt man för tan Qj^ den Wert -r 



8 



sin(» — a) 
man unter Anwendung der cyklischen Vertauschung: 



ein, so findet* 



xm) 



tanri = 



tanrj = 



tan Tg = 

Daraus folgt z. B.: 

XIV) tanr tanr^ tanrj tanrg = 

In derselben Weise folgt aus 

2* 



o • ^ ,6 c 
2sm — cos^ cos^ 

8 

rt . 6 c a 
2 sm — cos ^ cos ^ 

u u u 

8 
2 sm ^ cos -^ cos ^ 



/S 



sin* a sin* 6 sin* c 

4S* ' 



cotr » 



cosa 



und cot^ = 



c^ OL ß y 
2 cos ^ cos ^ cos ^ 



3) 



cotr oot^ = 



<y ^ ß 7 

2 cos ^ cos ^ cos ^ 

u u u 



— cosa 



Das Nebendreieck bei a hat die Winkel a, yr — /?, n — y» 
Für dieses wird also: 



cotr^ cot^i = 



2C0s|c08g-|)c08g-|) 



COS 



a^{n — ß)^{n — y) 



oder 



2 cos^ sm^ sm^ 

u u u 



— cos 



71 — 



ß + y — a 



cot r^ cot ^1 = 



o ^ ' ß • 7 
2 cos ^sm— sm ^ 

U U Li 

COS (a — a) 
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Setzt man den Wert 
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cot Q^ = 



ein^ 80 folgt: 



XV) 



2 cos— sin^ sm^ 
2 

cotri = — r 

cos (p — a) 



cot r« = 7 t: 

® COS (a — ß) 



cotn = -, r 

cos (a — y) 



S^ 



— cosa cos(a — a) cos(a — ß) C08(a — y) 



so dafs 

cotr cotr^ Qoir^ cotrg = 

oder 

XVI) cotr cotr^ cotrg cotrg = 2'^ 
ist. Dabei folgt 

XVII) tan Q tan q^ tan q^ tan q^ cot r cot r^ cotrg cotrg = S^2^ 
und 

tan^ tan^j^ tan^2 tan^g tanr tanr^ tanr^ tanrg = -^ 

sin^ a sin^ 6 sin^ c -iS^ sin^ a sin^ 6 



4 52 



sin^ a sin2 /? sin^ y sin^ a sin^ ^8 



usw. 



564) Bemerkung über Dreieck und Polardreieck. 

Sind a, h, c, a, ß, y die Elemente des sphärischen Drei- 
ecks, %, \j q, a^, ß^^ yi die seines Polardreiecks, so folgt 
aus der Supplementbeziehung, die in Bd. I, § 66 abgeleitet 
ist, dafs — cosa'=sins usw. ist, also 

S'= ysins' sin (s'—a') 8in(s'— V) sin(s'— c') 

= y — cos o cos (a — a) cos (o — ß) cos (a — y) == 2 

-2"= y — cos a' cos (a' — a') cos (a' — ß') cos (a' — y') 

= ysin s sin (5 — a) sin (5 — 6) sin (s — c) = S. 
Daraus folgt femer: 
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T S H 8' 



— cosai sins' — oosa sins'^ 
oder 

cotr'=tan^, taiiß'=tanr, 

so dai's r' und q und ebenso q' und r Komplementbogen 
sind. Folglich: 

Die sphärischen Radien des einem Dreieck um- 
und des ihm einbeschriebenen Kreises sind die 
Komplemente zu den Radien des dem Polardreieck 
ein- und des ihm umbeschriebenen Kreises. 

Dieselbe Betrachtung gilt auch für die Nebendreiecke 
und ihre Polardreiecke, wodurch sich die obigen Formeln 
bestätigen. 

565) Bemerkungen. Da 

. JE S 

2 ^ a c 
2 cos ^ cos ^ cos ^ 

U U Qi 

ist, so kann man auch schreiben: 

, a l c 
tan — tan — tan — 

^ £t u 

tanr = = 

. E 
sm-2 

und 

sin 5 

2 cos ^ cos ^ sm -^ 

u u u 

Die entsprechenden Formeln für die übrigen r und q 
aufzustellen, kann dem Leser überlassen bleiben. 

566) Weitere Formeln ergeben sich mittels der Höhen- 
formeln: 

sin Äfl = sin c sin /? =: sin 6 sin y 

sin Äj = sin a sin y = sin c sin a 

sin Äc = sin 6 sin a = sin a sin ß. 
So ist z. B. 

sin Äft sin Äc = sin^ a sin 6 sin c = 2 sin a -T 
= sui^ a sin /8 sin y = 2 sin a Ä 
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Femer sin a sin 6 sin c 

2 8^ siaha sin A^ sin h^ 
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2! sin a sin j8 sin y 

Ebenso sin a sin ß siny 

2 2^ smha&mbt&mh 



= 2 5^ ytan r tan r^ tan rg tan r^. 



— ry — . . X . = 2 -2*2 Vcot p cot Ol cot Oo cot p« usw. 
Ä sinasmfcsinc r tr tri isf2 crs 

97) Binige Übungsbeispiele aus der sphärischen Trigonometrie.'*') 
567) Rechtwinklige Dreiecke (y = 90% 
a. 6. c. a. /8. 

69n2'10" 440 24' 26" 750 18'23" Tö« 6' 59" 46^20' 12 
350 1090 39' 48" 1060 360 38' 101^34' 58 

250 24' 34" 480 29' 32" 530 13' 45" 32« 23' 19" 69« 12' 25 
54048'12" 64012' 41" 75028'41" 57034'52" 68027'15 
36027' 43032'31" 54020' 46059'43" 57059'19 



ft 



// 



ft 



n 



*t 



568) Schiefwinklige Dreiecke. 



*/ 



*t 



a. 
73058' 54 
500 

260 11' 15 
500 
640 7'52" 

I 140 53' 54" 
\145014'56 
t 300 10' 28 
\1 590 30' 44 
55036' 19 

39029' 

73025' 
63053' 20" 
65030'14" 



6. 
510 2' 
500 

420 18' 17 
1100 9' 
9 



a. 



ß- 



e. 
38045' 1160 9'7,6" 46033' 40" 35046'14,2 
450 2'57" 69038'22" 69038'22" 6O0 

54052'50" 102055' 3 
50030'24" 53034'2e 
82010' 50036' 



// 



'/ 



// 



// 



110040' 30" 98020' 10 



// 



// 



53019'34" 32025'57 
78012' 390 1'50 
? 75058' 
r 80 38' 43 
1160032' 

20025'10"i 31»46'43"f 68020'28 

\148013'17"ll39040'14 

77012'17" 630 q'H" 57042-14 

r 94054'36"r 28021'14" 

l 330 2'42"ll51038'46" 

580 59' 22" 52042' 930 4-38" 

80024' 73058'35" 59o 8' 3" 
66045' 39028' 56" 790 9' 



// 



// 



/* 



146050'20"l ^^"^^'^^" 
14b öU M |i44039'25" 



40010'20" 76050'30" 



// 



4302O' 



92036' 47" 660 4' 17 
f 480 5' 9 
l 240 2' 3 
63015' 55012' 2 
70029' 660 45' 
82034'44" 4302O' 



// 



// 



*/ 



*) Welche 2 bezw. 3 Stücke man als gegeben ansieht, ist bei 
diesen Aufgaben gleichgültig. 
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569) Inhaltsberechnang. 
a = 102« 14' 12", ß = 54« 32' 24", y = 89« 5' 46" 

giebt Excefe E^ 65« 52' 22", und Flache F= 1,14967^2 
u ^ 69« 25' 10", 6 = 94« 25' 10", c ^ 69« 59' 8" 

giebt i;=55«5r30", -F= 0,97490r». 
a ^ 86« 18' 30", 6 = 107« 47' 10", y = 128« 18' 50" 

giebt E= 157« 13' 30", F^ 2,7423r». 

570) Radienberechnung.*) 

41 = 100«, 6 = 128« 45' 20", c = 71« 14' 36" 

giebt Q = 36« 25' 22,4(r. 

a = 76« 18' 20", ß == 79« 12' 20", y = 80« 40' 20" 

giebt r = 46« 0' 30,50". 

« == 113« 12' 20, b = 85« 49' 30", c = 57« 14' 20" 

giebt r==56«36'18'. 

Praktische Anwendungen werden im nächsten Ab- 
•schnitt bei den geodätischen, astronomischen und nautischen 
Berechnungen g^eben werden. 

571) Die nachstehenden Beziehungen sollen abgeleitet 
tmd vervollständigt werden. 

ftanr + tanr^ = cot^j + ^^ot^,, 
tanr^ + tanrj = cot^ + cot^, 
usw. 
ftanr — tanrj = cot^^ — cot^, 

usw. 

Durch Addition oder Subtraktion folgen aus den beiden 
ersten Gruppen neue, z. B. 

2tanr = cot^^ + cot^g + cot ^3 — cot^ 

2cot^ = tanr^ + tan^s + tanrg — tanr 

2tanri = cot^ + cot ^2 + cot ^3 — cot^ ^ 

usw. 



^) 1 



.3) 



*) Diese drei Aufgaben sind der Sammlnng Marias entnommen. 



4) 



{ 
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tanr taur^ + tanrg tanr» = cot^ cot^^ + cot ^2 cotglg 



5) 



USW. 

tanr tanri 
tanrg tanrg 

cot Q cot ^1 
cot ^2 cot ^3 



= tan2 



a 



2' 



a 



= C0t3-, 



6) 



tanr tan^ = 



2sin^ sm — sin — 

di di Ci 

sins 



— cosa 



tanr^ tan^g = 



2sm^cos^cos^ 
sin (s — a) 



c ^ ß y 
2 cos ^ cos ^ cos ^ 

Cl U Li 



COS (a — d) 
2cos^ sm^ sin^ 



usw. 



7) 



tan r tan q 



tan — tan^sin(5 — a) — tan^tan^cosa 

u u au 



sms 



cos (a — a) 



tan r^ tan ^^ 

l^usw. 

572) Aufgabe. Macht man bei endlichen Dreiecks- 
seiten den Kugelradius unendlich grofs, oder macht 
man bei endlichem Kugelradius die Dreiecksseiten 
sehr klein^ so müssen die Formeln der sphärischen 
Trigonometrie in solche der ebenen übergehen. 
Dies soll an allen wesentlichen Formeln nach- 
gewiesen werden. 

Beispiel: Aus 

sin a sin b sin c 

sina sin^ sin 7 

wird (für sehr kleines a, h, c) auf der Einheitskugel 

a b c 



sma 



sin ß &ijiy' 

d. h. a : 6 : c = sin a : sin /8 : sin y. Letzteres ist der Sinus- 
satz der ebenen Geometrie. (Man durfte im sphärischen 
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Dreieck der Emheitskogel für sin a den Bogen a selbst setzen^ 
wenn a klein genug ist Auf dem Kreise mit Badius r' 

handelt es sich um ra =» q. so da(s a » — zu setzen ist.) 

d) OMchiohtliohe Bemerkimffen snr Bpbäxiachen Trigonometrie. 

573) Über die rein geometrische Sphärik vergleiche 
man die geschichtlichen Bemerkungen in Bd. I. Über die 
Entwickelung der sphärischen Trigonometrie findet man sehr 
viel Material in den y^Vorlesungen der Geschichte der 
Mathematik^' von M. Cantor^ dort allerdings etwas zer- 
streut. Im Zusammenhange und eingehender berichtet dar- 
über Dr. V. Braunmühl in seiuen Vorlesungen über 
die Geschichte der Trigonometrie, deren erster Teil 
erschienen ist, während der zweite sich im Druck befindet. 
Wertvolle geschichtliche Bemerkungen giebt auch Baltzer 
in seinen Elementen. Zur Ergänzung der in Bd. I ge- 
brachten Mitteilungen sei hier folgendes wiedergegeben. 

574) Schon Autolycus von Pitane (330 v. Chr.) hat 
ein Buch über die Sphäre geschrieben, jedoch in rein geo- 
metrischer Form, auch Euklid hat sie so behandelt, der 
Alexandriner Hypsikles schrieb ein Schriftchen über die 
Auf- und Untergänge {""AvaqmQtxSg), Theodosius von 
Tripolis ebenfalls eine geometnsche Sphärik. Hipparch, 
dem wir die stereographische Projektion (Planisphäre) und 
die ersten wissenschaftlichen Beobachtungen auf astro- 
nomischem Gebiete veixlanken, soll nach Theon schon 
sphärische Dreiecke rechnerisch an^elöst haben und zwar 
mit Hilfe von Veranschaulichungsfiguren, den sogenannten 
Analemmas. Vielleicht hat er auch schon den später nach 
Menelaos genannten sphärischen Satz gekannt. Von seinen 
12 Büchern ist direkt nichts auf uns gekommen. 

575) Menelaos von Alexandrien (lebte um 98 n. Chr. 
in Rom) soll sechs Bücher über die Sehnen geschrieben 
haben, die verloren gegangen sind. Jedoch sind erhalten 
Mendai sphaericorum Itbri (res (die von Maurolycus von 
Messina aus arabischen und hebräischen Handschriften 
ins Lateinische übersetzt wurden, 1558 wieder erschienen 
und 1778 durch Halley in Oxford neu herausgegeben 
sind). Die Wiokel des recht- und schiefwinkligen Dreiecks 
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werden behandelt, die Winkelsmnme zwischen die Grenzen 

180^ und 540^ eingeschlossen, die Kongmenzsätze bis auf 

einen richtig angegeben usw. Der 

nach ihm benannte sphärische 

Transversalensatz kann in folgender 

Form geschrieben werden, in der 

crd die Chorde oder Sehne be- j^\ 

deutet: 

crd(2gjg) 

crd(2-4-B) 



CTd(2GZ) crd (2 jpg) 
crd(2DZ)(crd2JB^)' 




Fig. 148. 



cTd{2GÄ) ^ cTd(2GD) crd {2 ZB) 
crd {2ÄI!) " crd (2 DZ) crd (2BJE) * 

Dafs noch zwei andere Relationen bestehen, erkannte er 
nicht. Die doppelten Sehnen sind der Ersatz für unseren 
Sinus. Dieser Satz, der später 
unter dem Namen „Regtda sex 
qiumütcUum'' bekannt war, hat auf 
viele Jahrhunderte hinaus die 
Grundlage der sphärischen Trigono- 
metrie gebildet. 

Ein zweiter Satz gab später 
die „Reguia qtuiiiuor quanMtatum''. 
Stimmen nämlich zwei sphärische 
Dreiecke in den Winkeln überein, 
so ist 

crd(2^JS) ^ crd(2DJ?) 
crd(2.B(?)"'crd(2^Z)' 

Für ^ 6? = -^Z= 90» bildet der Satz jene Regel der vier 
Gröfsen. 

Ein dritter Satz gab Veranlassung zur späteren 
„Tangentenregel" der Araber. 

Sind zwei bei Ä und D rechtwinklige Dreiecke ÄBO 
und T)EG nach Art der Figur aufeinander gelegt, und ver- 
längert man AB und DE bis zum Schnittpunkte jB, dem 
Pole von AG, so ist 




Fig. 160. 



Holzmüller, Stereometrie. IL 
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ciA(2AB) isrd(2EI)) ccd{2BH) 
aTA{2AG) ^ crd(2DH) * isrd{2i;H) 

tsji AB mAG 
tanED'' sinDO' 




Letzteres ist die Tangenten- oder Schattenregel der 

Araber. 

Endlich kannte Menelaos 
noch den Sats über das sphärische 
Dreieck mit rechtem Winkel y, 
der in unserer Schreibweise lautet 

sin (c + 6) 1 + cos a 
sin (<; — b) 1 — cos a ' 

Q 576) Claudius Ptolemäus 

(zwischen 125 und 151 n. Chr.), 
der Schöpfer des nach ihm 
benannten Weltsystems, giebt 
in seiner Sjntaxis, dem späteren Almagest (KXavdlov 
UtoXejbuiiov /ladTjßjui'&wij [jusydlrj] avvraSis) eine genaue Dar- 
stellung der Sehnenrechnung der Griechen. Über ihn ver- 
gleiche man Bd. I, vor allem aber v. Braunmühls ein- 
gehende Darstellung. Wendet nun Ptolemäus auch die 
schwer^lige Regel der sechs Gröfsen oder den Tang^itsatz 
stets unmittelbar auf seiue astronomischen Probleme an, 
so haben doch seine Bechnungen hinreichende Übersicht 
imd geben eine Genauigkeit bis zu fiinf Stellen. Von 
unseren sechs Grundformeln für das rechtwinklige sphärisdie 
Dreieck benutzt er nur folgende: 



Fig. 151. 



1) 

2) 
3) 
4) 



sm a «: sm sm a, 
tan a=^ sbih tan a, 
cos c = cos a cos h, 
tani »= tanc coso. 



Mit ihnen berechnet er die Rektascension der Sonne aus 
Eklq)tiks^^« und Deklination; die Morgen- und Abend- 
weite aais der Dai^^r des längsten Tages, die Polhohe eines 
Ortes aus dem Azimuth des Auf gangspunktes der Sonne und 
der Dauer des längsten Tages usw. Er löst also Au%aben, 
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wie sie im naohstehenden Absdmitte behandelt werden. 
Die ftsttronomiadieii AnwenduBgen waren ihm, wie aaeh 
dem Menelaos mid Hipparch, die HanptBaefae. Daher ist 
überhaupt bei den Griechen die Aufmerksamkeit mehr auf 
Sphärik, als auf ebene Trigonometrie gerichtet. 

577) Die alten Inder haben die Sphärik erst von den 
Griechen übernommen^ sie kennen den Cosinus (ffCotidjya*^). 
In d^r ^ßStryonSiädlmiia'' werden die Regeln für astrono- 
mische Berechnungen in Versen gegeben. Dort wird aueb 
der Sinus versus eingeführt Eine der doriigeu Fenint 
läfst sich leicht in 

sin Ä =» sin (J sin 99 4" ^^^ ^ ^^ 9^ ^^s t 

umwandeln, was nichts anderes ist, als der Cosinussafe für 
das nautische Dreieck aus Zenith, Pol und Gestirn. (Vergl. 
die Berechnungen des folgenden Abschnitts.) Dals so der 
zweite Hauptsatz der sphärischen Trigonometrie 
schon bei den Indem auftaucht, hat v. Braunmühl nach- 
gewiesen. Auch sollen die Inder schon von den Griechen 
den Wert n = 3,1416 übernommen haben. (Hultsch.) 

578) Die Araber übernahmen die Trigonometrie teils 
voa den lodern^ teils von den Griechen (Amalgest). [N^ch 
Munck und J. Baska hatten die Inder für die halbe Seime 
den Ausdruck dschya oder dsdAva. Die Araber schrieben 
dafür dscMba. Wurden nun nach der üblichen Schreibweise 
die Vokalpunkte nicht gesetzt, so konnte man auch lesen 
dschaib, und dieses Wort bedeutet im Arabischen Busen, 
Herz, Tasche usw., und dieses büi^erte sich ein. Bei d«a 
Übersetzungen ias Lateinische entstand die Bezeichnung 
Sintis. Den zugehörigen Bogen bezeichnet die Astronomie 
von Al-Chwarizmi als Argument, und so ist diese Be- 
zeichnung für die Variable einer Funktion entstanden.] 

579) Im Jahre 998 starb in Bagdad der 940 in 
Büzdschin in Persien geborene Astronom Abu '1 WftfiC, 
der den Abnagest beaHbeitet hat, wobei er die scfawei^IIigen 
Entwic^elungen durch bequemere ersetzte. Die eb^ie 
Trigonometrie erhielt durch ihn ein ganz modernes Gepräge, 
aber audi von der sphärischen Trigonometrie kann man 
dies sagen. In der „Regel der vier Gröfs^i^^ und dem 
Tangentensatze fand er den Hebel für die Vereinfachungen. 

27* 
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Ob der Sinussatz , der sich zuerst bei ihm findet^ von ihm 
selbst herrührt, ist zweifelhaft Die Kegel der sechs Grrofsen 
lafst er ganz fallen. Der zweite Hauptsatz (Cosinussatz) 
der sphanschen Trigonometrie ist ihm jedoch entgangen. 

580) Weitere Fortschritte brachte für die Behandlung 
des allgemeinen sphärischen Dreiecks der Perser Nasir- 

Eddtn-Tüsi (geb. 1201), der die llchftnischen Tafeln auf 
der Sternwarte zu Mardga (bei Tauris im nordwestlichen 
Persien) bearbeitete , die ihn berühmt machten. Er führt 
das sogenannte Supplementardreieck ein, indem er jeden 
Bogen nach beiden Eichtungen so weit verlängert, dafs z. B. 
sowohl AB + BJE als auch BÄ + AF = 90® wird. Durch 
die so entstandenen freien Endpunkte werden B^uptkreise 
gelegt, die das Supplementardreieck geben. Er begründet 
jedoch besonders die ebene Trigonometrie als selbständige 
Wissenschaft in systematischer Weise. Den Cosinussatz 
der sphärischen Trigonometrie kannte er nicht. 

581) Unter den Westarabem wurde besonders be- 
deutend Dschftbir ibn Aflah, dessen neun astronomische 
Bücher von Gerhard von Cremona ins Lateinische über- 
setzt und von Peter Apian herausgegeben wurden. Der 
Araber geht sehr kritisch gegen Ptolemäus vor und findet 
ebenfalls mit Hilfe der Regel der vier Gröfsen einfachere 
Ableitungen. Er geht aber doch wenig über Ptolemäus 
hinaus. 

Der Übersetzer Gerhard von Cremona (1114 — 1187) 
hat in Toledo nicht weniger als 76 Werke übersetzt, dar- 
unter auch den Almagest. 

582) Johannes Müller, der 1436 in Königsberg bei 
Hafsfurt geboren ist und sich daher als Begiomontanus 
bezeichnete, war Schüler von Peurbach und führte dessen 
unvollendete Arbeiten weiter. Er schuf eine vollständig 
selbständige Trigonometrie „De trianguiis omnimodis libri 
quinque". Dieses Werk galt (irrtümlicherweise) als die 
erste systematisch ausgebaute Trigonometrie und war von 
gröfster Nachwirkung. Die neuere Forschung hat allerdings 
bewiesen, dafs Begiomontan fast alles von seinen Vorgangem 
übernahm, ohne diese zu nennen, was damals noch nicht 
üblich war. Er giebt im ganzen 56 Sätze aus der sphärischen 
Trigonometrie, die 'auf fünf Hauptsatze gegründet wird. 



Die Hauptaufgaben der sphärisohen Trigonometrie. 421 

Auch er benutzt den Sinus versus und giebt als wichtige 
ßegel den Cosinussatz an. Von jetzt ab beginnt die neuere 
Zeit der sphärischen Trigonometrie, für die Johannes 
Werner (1468 — 1528), ein Nümbeiger Pfarrer, der die 
sogenannte prosthaphäretisohe Methode gefunden hat 
(jiQÖo&eaig und dtpelgeaig, d. h. Binzufugung und Wegnahme), 
eine Additionsmethode, die sich durch die Gleichungen 

cos {a + ß) — cos (a — ß) =^ — 2sin a sin ß 

cos {a + ß) + cos (a — ß) = 2cos a cos ß 

charakterisieren läfst Auch Coppernicus hat an der Ver- 
vollkommnung der sphärischen Trigonometrie gearbeitet und 
manches einfacher und eleganter abgeleitet als Begiomontan. 

Dafs die Trigonometrie von Georg JoachimBhaeticus 
(1514 zu Feldkirch in Vorarlberg geboren) durch die neue 
Definition der Funktionen durch die Seiten des rechtwinkligen 
Dreiecks und durch seine vollständige Tafel über alle sechs 
Funktionen auch auf die sphärische Trigonometrie fördernd 
einwirkte, ist selbstverständlich. Francesco Maurolyco, 
Abt von Messina (1494 — 1575), ist dadurch bemerkenswert, 
dafs er die aus der Gnomik der Alten entspringenden 
Funktionen und die von Begiomontan, Rhaeticus und 
Reinhold angestellten ausdrücklich als identisch hinstellte. 

583) Unter den Franzosen des 16. Jahrhunderts tritt 
Vieta als der bedeutendste Mathematiker hervor. Fran9ois 
Viöte Seigneur de la Bigotiere ist 1540 in Fontenay- 
le-Comte, E^uptstadt von Poitou, geboren und 1603 in Paris 
gestorben. Er ist der Schöpfer der neueren Goniometrie 
als selbständige Wissenschaft, der Begründer der algebraischen 
Rechnungen und Umformungen dieses Gebietes. Insbesondere 
giebt er schon Formeln für die Funktionen vielfacher und 
geteilter Winkel. Er ist der erste im Abendlande, der die 
sechs Grundformeln für das rechtwinklige sphärische Dreieck 
bringt und bahnbrechend auf die Lehre des allgemeinen 
sphärischen Dreiecks einwirkt. Er ordnet die Sätze nach 
dem Prinzip der Beziprozität an und „übertrifft dadurch 
alles bis dahin Dagewesene/' Er fiihrt den dritten Haupt- 
satz der sphärischen Trigonometrie und seinen rezi- 
proken ein, und zwar in den Formen 

(sin a cosec 6) : (cot c + cos a cot 6) = 1 : cot y. 

(sin a cosec ß) : (cot y + cos a cot ^8) = 1 : cot c. 
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Auch sonstige Fonneln tteUte er in or^ineUer Wdee ao£ 
Durch ihn murde die sphirisdie Tr^onometrie ^lötdich xn 
einer Hohe emporgeschneUt^, die selbst die Araber mid 
Perser in den glänzendsten Zeiten nicht erreicht hatten. Der 
Englinder Nathaniel Torpoley^ der bei Yieta als FamoloA 
thiUdg gewesen war^ giebt im Anschlnis an Yieta i^aecfas 
Triplizitäten'S die nichts anderes sind als die späterhin auf- 
gestellten Hegeln Nepers. Im übrigen ist aber sein astrologisches 
Werk untauglich. Als didaktisch bedeutend ist für die 
sphärische Trigonometrie noch Pitiscus zu nennen, von dem 
die Bezeichnung Trigonometrie herzurühren scheint. Sein 
Lehrbuch wird als eines der besten bezeichnet, die jemals 
geschrieben wurden, insbesondere lehrt es die Konstruktion 
des zu einem Dreieck gehörigen reziproken (polaren) Drei- 
ecks. Vieta schrieb schwerverständlich. Pitiscus gab eine 
leichtverständliche Darstellung und forderte dadurch die 
Wissenschaft ungemein. Girard führte eine abkürzende 
Formelsprache ein und gab die Flächensätze ftlr sphärische 
Dreiecke und sphärische Polygone. Snellius^ Segner, 
Cavalieri und Broscius wurden schon in Bd. I genannt. 
Inzwischen waren die Logarithmen erfunden worden, die der 
sphärischen Trigonometrie neues Leben gaben. 

584) Das jetzt übliche System der sphärischen Tri- 
gonometrie verdanken wir itn wesentlichen Euler, dessen 
Abhandlungen sich teils in den M€m. de Berlin von 1753, 
teils in den Nov. Comm. Petrop. 4 befinden. (Auf seine grofse 
Entdeckung, die den Zusammenhang zwischen den Funktionen 
der Trigonometrie und der Basis e der natürlichen Logarithmen 
betrifft, durch die es gelang, die Funktionen für reelles oder 
auch komplexes Argument in Reihen, zu entwickeln, sei 
hier nur kurz hingedeutet.) Euler fuhrt im Anschluß an 
Snellius, der Bogentafeln veröffentlicht hatte, die Funktionen 
aresin, arccos, arctan ein (Comm. Petrop. 1737, T. IX, 207 
bis 221), schrieb eine Abhandlung über die „Prindpes de la 
trigonometrie spherique tires de la mdhode des plus grands et 
des plus petits*^ (Hist. de FAcademie de Berlin, 1753, Seite 223 
bis 257), deutsch bearbeitet von Hammer als Heft 73 von 
Ostwalds Klassikern der exakten Wissenschaften. Hier 
betrachtet er gespannte Fäden auf der KugelMche, also 
kürzeste (geodätische) Linien, als Dreiecksseiten, womit zu- 
gleich der Übergang zum Sphäroid auf der Hand lag. 
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Der Übergang selbsl wurde durchgefahrt in den fjElemenis 
de 1a irigonomebrie spheroidiqwe^' (Hist. de FAoad. de Berlin, 
1753^ Seite 258 — 293). Diesem konnte erst nach Jacobis 
Einführung der elliptischen Koordinaten im Baum und dessen 
Integration der geodätiBchen Linien auf dem Ellipsoid die 
Fortsetzung einer eUipsoidischen Trigonometaie folgen. Jeden- 
falls hatte schon Euler den Gedanken einer allgemeinen 
geodätischen Trigonometrie auf beliebige Oberflächen ins 
Auge gefaTst. Für die Schulpraxis war von Bedeutimg, dals 
er zweckmäTsigerweise mit Ä, B, C die Ecken, mit a, h, c 
die diesen gegenüberiiegenden Seiten bezeichnete, wodurch 
die Formeln übersichtlich wurden. 

Im AnschluTs an Euler leitete Lagrange im Journal 
de l'Ecole Polyt. Heft 6, Seite 270 usw. die gesamte sphä- 
rische Trigonometrie aus dem Cosinussatze ab. 

585) Die Gaufs sehen Gleichungen wurden von Gaufs 
in der Theoria motus corp. coe., Seite 54, gegeben. Fast 
gleichzeitig veröffentlichte sie Delambre in der Connaiss. des 
temps von 1808, Seite 445, ebenso Mollweide in v. Zachs 
monaÜ. Correspond. von 1808, Novemberheft des 18. Bandes, 
Seite 394. Gudermann hat sie konstruktiv in seiner 
„Niederen Sphärik^^ abgeleitet. Baltzer giebt in seinen 
Elementen die einfachere Ableitung, die Essen in Grunerts 
Archiv 27, Seite 38, veröffentlicht hat. Es bleibe dahin- 
gestellt, welchem der drei erstgenannten Mathematiker die 
Priorität gehört. 

Legendre hat aus ihnen nur die „den Gaufsschen 
Gleichungen untergeordneten Neperschen Analogien ab- 
geleitet*^ Wittstein giebt in seiner Stereometrie an, dafs 
Gaufs in seinen Vorlesungen die Ausnutzung seiner Glei- 
chungen nach verschiedenen Sichtungen hin bekannt ge- 
geben hat. 

Die einfachen Formeln über cot r und tan q verdanken 
wir Lexell, ebenso die Formehi, die sich in dieser Hinsicht 
zwischen dem Dreieck und seinem Polardreieck abspielen. 

Möbius, Gudermann, Schulz (Sphärik), L^uilier, 
Steiner haben die sphärische Trigonometrie nach ver- 
schiedenen Richtungen vervollkommnet. In geschichtlicher 
Hinsicht sei noch auf Fiorini-Günther: Erd- und Himmels- 
globen, ihre Geschichte und Konstruktion, verwiesen (Leipzig, 
bei Teubner). 
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Der zweite Band der Yorlesimgen v. Braunmühls 
wird, da Cantors Geschichtswerk mit Euler abbricht, bald 
einen tieferen Einblick in die Entwickelungsgeschichte der 
sphärischen Trigonometrie geben. 

IV. Nautische, astronomische und geodätische 

Anwendungen. 

a) XSinige Erläuterungen. 

586) In Fig. 152 sei E die Erde, der horizontale Haupt- 
kreis sei der wahre Horizont (nicht der scheinbare des 
Beobachters) am Himmelsgewölbcj ^2 der Südpunkt, ^der 




Fig. 152. 

Nordpunkt des Horizontes, W und dessen West- und 
Ostpunkt, Z das Zenith oder der Scheitelpunkt. Die 
durch Z gelegten gröfsten Elreise heifsen die Scheitelkreise 
oder Vertikale; der durch "FT, 0, Z gelegte ist der erste 
Vertikal. ZS^ fällt mit dem Meridian des Beobachtungs- 
ortes zusammen. 

Ist S ein Gestirn und legt man durch S einen Scheitel- 
kreis, so nennt man den Bogen ÄS=^h (in Winkelgraden 
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oder in Bogenmafs zu messen) die augenblickliche Höhe 

des Gestirns, ZS = 90^ ^— h ^^ h seine Zenithdistanz 

(Sd»M.b,.«ri), AS,-a^^ Ln«^ Le«e,e. wird in 

der Richtung S2 WNO gemessen, so dafs es für die genannten 

I Punkte die Werte 0^ 90 0, 180 S 270 ^ hat. Durch a und Ä 

ist der augenblickliche Stand des Gestirns bestimmt festgelegt. 

587) Ist (p die nördliche Breite des Beobachtungsortes, 
so hat die scheinbare Drehungsachse PPs der Himmelskugel 

"r gegen NS^ die Neigung 99, so dafs der Nordpol P des 

■ Himmelsgewölbes, der senkrecht über dem der Erdkugel 

^ steht und in dessen Nahe sich der Polarstern befindet, die 
Höhe NP=q) und den Scheitelabstand 90^ — 99 hat. Die 
Ebene des Himmelsäquators BW CO hat gegen die des 
Horizontes die Neigung 90^ — 99. Alle Fixsterne bewegen 
sich in Parallelkreisen zu diesem Himmelsäquator. Die Sonne 
steht jährlich zweimal in diesem Äquator, erstens im Früh- 
lingspunkte F, zweitens im Herbstpunkte H. Beide 
verschieben sich allerdings im Laufe des Jahrhunderts (Vor- 
rücken der Nachtgleichen oder Präzession der Äquinoktien), 
aber dies geschieht so langsam, dafs sie för eine nicht zu 
lange Beobachtungszeit als fest betrachtet werden können. 
Der Frühlingspunkt wurde von den Alten als der Widder- 
punkt bezeichnet, weil er im Stembilde des Widders stand. 
Er ist aber im Laufe der Jahrtausende aus diesem Stem- 
bilde herausgerückt, so dafs diese Benennung nicht mehr statt- 
haft ist. Das Zeichen für ihn war Y. 

588) Die Sonne bewegt sich im Laufe des Jahres in 
einem durch F und H gehenden Hauptkreise FEHD ein- 
mal durch die Fixstemwelt des Himmelsgewölbes, und zwar 
in der durch die Folge dieser Buchstaben angedeuteten 
Richtung, wobei sie die zwölf Tierkreisbilder passiert. Dieser 
Kreis heifst die Ekliptik. Mathematisch betmchtet ist sie 
für den Erdbewohner die Projektion der scheinbaren Sonnen- 
bahn auf die scheinbare Himmelskugel, für einen gedachten 
Sonnenbewohner dagegen die Projektion der Erdbahn auf 
die Hinmaelskugel. Die Zeit des Umlaufs von F bis F 
heifst das tropische Jahr und nimmt 365,2422.. Tage in 
Anspruch. Die Sonne hat infolge dieser Bewegung eine 
langsamere tägliche Umdrehung um die Himmelsachse PPs 
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als die Fixsterne , die im Jahre 366,2422 UmdrehuDgen 

machen. Während der (mittlere) Sonnentag 86400 Sekunden 

365 24 
hat, zahlt der Stemtag nur äß^W^ ^^ *^® « 86 164 Sekunden. 

Man hat also zwischen Sonnenzeit und Sternzeit zu 
unterscheiden. 

589) Ein solcher der Stemzeit unterworfener Punkt ist 
auch der augenblickliche Frühlingspunkt F^ von dessen 
langsamer Verschiebungsbew^ung dabei abzusehen ist Be- 
findet er sich auf dem Meri£ane des Beobachters in Cy so 
sagt man, die augenblickliche Stemzeit des Ortes sei NuIL 
Gelangt F im Laufe des Tages nach Wf so sagt man, die 
Stemzeit sei 6 Stunden oder 6*; gelangt F nach By so 
hat der Beobachter die Stemzeit 12*; die Stellung in O 
gilt 18* usw. Dabei sind stets Sternstunden gemeint, die 

— ^r^ — gewöhnliche Sekunden imifassen. Die augenblickliche 

Stemzeit wird also durch den Bogen CF = i? dai^estellt. 

590) Nicht die EkUptik, sondern der ESmmelsäquator 
ist mafsgebend ffir die tagliche Zeitrechnimg, weil die Erd- 
umdrehung um FPt erfolgt. Demnach mul's zmn Zwecke 
der Zeitberechnimg die Sonne, nach der sich die bürger- 
liche Zeit richtet, durch Hauptkreise, die durch die Pole 
P und P« gehen, gewissermafsen auf den Äquator projiziert 
werden. Befindet sich die Sonne z. B. in Punkt S^ der 
Ekliptik, so geschieht die Projektion durch den Kreis PiS^P«, 
was auf dem Äquator den Projektionspunkt G ei^ebt Den 
Bogen FG = a bezeichnet man als die augenblickliche Rekt- 
ascension (gerade Aufsteigung) der Sonne, die in der 
Sichtung von F nach G hin gemessen wird (nach Osten), 
Die Rektascension ist also die auf dem Äquator gemessene 
Abweichung des Projektionspunktes der Sonne vom Frühlings- 
punkte. CG, in entgegengesetzter Richtung gemessen, heifst 
der Stundenwinkel der Sonne. 

Dadurch, dafs die Rektascension der Sonne wächst, 
wahrend die der Fixsterne für längere Zeit als konstant 
betrachtet werden darf, ergiebt sich die jährliche Ver- 
schiebung der Sonne auf der Ekliptik durch den Fixstem- 
himmel. Diese Verschiebung ist aus vielen Gründen eine 
unregelmäfsige. Daher unterscheidet man zwischen dem 
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eigentlichen und dem mittleren Sonnentage, zwischen 
der wahren und mittleren Sonnenzeit. Das darin 
liegende Problem soll jetzt behandelt werden. 

ß) Wahre und mittlere Sonnenzelt.*) 

591) Angenommen^ die Erde bewegte sich in einer 
Kreisbahn mit konstanter Geschwindigkeit um die im Mittel- 
punkte stehende Sonne, so würde die scheinbare Verschiebung 
der letzteren in der Ekliptik gleichförmig mit der täglichen 

360® 
Geschwindigkeit v = ^ — = 0,98564® erfolgen (was, da 

jeder Grad 4 Miauten bedeutet, 3,94 Minuten Zeit geben 
würde, wenn die Verschiebung statt in der Ekliptik, auf 
dem Himmelsäquator erfolgte). Für die Stemzeit und für 
die Sonnenzeit ist aber wegen der scheinbaren Drehung der 
Himmelskugel um die Polachse, nicht die Verschiebung in 
der Ekliptik, sondern die des Projektionspunktes auf dem 
Äquator mafsgebend. Diese Projektion geschieht, wie schon 
gesagt wurde, mittels gröfster Kreise, die durch beide Pole 
und den Mittelpunkt der Sonnenscheibe gehen. Man be- 
zeichne den Wiokel UFC, der von den Ebenen des Äquators 
und der Ekliptik gebildet wird, mit e. Ist e = 23<> 27' 13" 
die (schon aus Gründen der Nutation schwankende) Schiefe 
der Ekliptik, so würde im Frühlings- und Herbstpunkte 
die tägliche Verschiebung auf dem Äquator sein i; = 17 cos e 
= 0,9042 ö bezw. 3,617 Minuten Zeit. Um so viel würde 
sich dort der Sonnentag vom konstanten Stemtage unter- 
scheiden. Letzterer hat 86164 Sekunden, der betreffende 
Sonnentag würde also 86164 + 217 = 86381 (statt 86400) 
Sekunden betragen. [Die Verschiebung für den Stemtag 
würde 0,90176^ bezw. 216,4 Sekunden geben.] 

Ganz anders würde es im Sommer- und Winterpunkte 
sein. 'Dort sind die Tangenten der Ekliptik und des 
Äquators parallel. Da aber die Deklination der Sonne 
dort ..gleich + ß ist und die projizierenden Meridiane nach 
dem Äquator hin entsprechend auseinander treten, so würde 



*) Die nachstehende Entwickelang deckt sich im wesenlichen 
mit einer Abhandlang, die Verfasser in der Zeitschrift für math. and 
nat. Unterricht, Jahrgang 1900, Heft 6, veröffentlicht hat. Diese ent- 
hielt aach die oben gegebene elementare Theorie der Mercatorkarte. 
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Va « -^ = 1,07440 bezw. 4,2976 Minuten Zeit sein, was 
* cos 6 ' 

einen Tag von 86 164 + 258 = 86422 Sekunden geben wurde. 

Man vergleiche dies mit den Angaben der astronomischen 

Jahrbücher. Das von 1855*) läfst die Bektascension der 

Sonne vom 22. März bis 30. April von 0* 047« auf 0* 33,8'« 

29 1 
steigen, was 29,1*" Unterschied oder täglich —^ = 3,7"* aus- 

• o 

macht. Vom 22. September bis 30. September stieg die 
Eektascension von 11* 55,8"» auf 12* 24,6*", also täglich um 

=^ = 3,6'». Diese Werte stimmen ziemlich genau mit dem 

obigen Betrage 3,617*» überein. 

Diese Übereinstimmung findet aber beim Sommer- und 

Winterpunkte nicht statt. Das Jahrbuch giebt für den 18. 

bis 26. Juni ein Aufsteigen von 5*45,1*" auf 6*18,4*", also 

33 3 
täglich von —^ = 4,16**» an, was erheblich weniger ist als 

4,2976 Minuten. Für den 19. bis 27. Dezember mit 17*47,1*" 

bezw. 18* 22,6*" ist der Unterschied noch gröfser, man erhält 

35 5 
nämlich — ^ = 4,44*", was weit mehr ist als 4,2976 Minuten. 

o 

Diese Abweichungen lassen sich nur durch 
unregelmäfsige Verschiebungen in der Ekliptik er- 
klären, denn die Schwankungen in der Schiefe der 
Ekliptik erfolgen viel zu langsam, um solche Ab- 
weichungen zu veranlassen. Diese ÜnregelmäTsigkeiten 
soUen jetzt erläutert werden. 

592) Die Erde bewegt sich in einer EUipse um die in 
dem einen der Brennpunkte stehende Sonne. Der augen- 
blicklich dem Perihelium nahe stehende Winterpimkt werde 
vorläufig der Einfachheit halber in dieses verlegt. Die Ent- 
femmig der Sonne sei dabei r«,, für den Sommerpirnkt r^. 
Bewegt sich die Erde beim Winterpunkte täglich gegen die 
Sonne um einen Winkel y«,, so giebt dieser zugleich den 
dortigen Unterschied für Sonnen- und Stemtag an. Handelt 
es sich beim Sommerpunkte um y«, so gut dafür Entsprechendes. 

"') In Breasin^B Nautischen Hilfstafeln, 6. Anfi. von 1897, 
Bremen, bei Heinsias Nachf., findet man neuere Tabellen. Man yergl. 
auch Müller -Pouillet: EoBmische Physik. 
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Angenommen, die zurückgelegten Bogen v„ und Vb, also 
die Winkel E8E^ und E^SE^y hätten dieselbe Gröfse, so 
würde aus r^y^ = r, y« folgen, dafs 7«; : y« = r, : Tn sein würde. 
Schon daraus also wüixie ein erhebUcher Unterschied zwischen 
c„ und Csy die oben als gleich grofs erschienen, folgen. In 




Fig. 158. 

Wirklichkeit ist aber der Unterschied weit gröfser. Nach 
dem 2. Kepplerschen Gesetz sind nämlich die Flächen der 
beiden Tagessektoren gleich grofs. (Streng genommen gilt 
dies von Stemtagen oder von mittleren Sonnentagen.) Dem- 
nach ist Fu, = F,, = -v„r„-=:^Vsrsy oder ,5 da Vu,^r^yf,j 

% = nya ist, 
oder 

/> /s 2 2 

yw • Ya "^^ ^s • ^tf • 



Xf 
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Ist feiner an beliebiger Stelle X der TagesbogeD gleich v, 
imd legt man dnrch dessen Mitte einen Krdsbogen Vg, dessen 
Mittolpaakt in der Sonne liegt, so ist das entqmdieiide 
gleieliMdienklige Dreieck mit dem Tageasektor flarfienglfiich, 
d. h. es ist 

Wegen der Gleidiheit der Tagessektoren ist also überhaupt 

1) y» • y« • y« ^* ~ä • ~2 • ~2 ^ 

d. h. die täglichen Fortschreitungen der Erde, in 
Winkelmafs gemessen, sind umgekehrt proportional 
den Quadraten der Sonnenferne (was übrigens nidit 
nur für das Newtonsche Gesetz, sondern für jede Zentral- 
bew^mig gilt). Da nun die y gleichzeitig die Verschiebung 
der Sonne in der Ekliptik geben, muis sich die tagliche 
Bektascensionsanderung mit Hilfe von 1) weit genauer als 
oben ermitteln lassen. 

593) Die Ellipsenflache ist gleich abji, der mittlere 
Tagessektor ist also gleich . Für die Winterstellung 

ist also mit hinreichender Genauigkeit 

1 __ abn 

2 '^"^^ "^ 365,24 • 

Hier ist r„ + r, 

wo r„ = 20 335 000 Meilen, r, =- 21 030 000 Meilen ist Die 
geometrische Exeentricitat ist « » r«, — r«, also 



» - rs^ - y(^) - (^) ■= ^. 



7» g — 



365,24 f„ 
in Winkeln also 



„ 180« 180«(r, + r.)}^ 
'^ ^ 365,24 r* 
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594) um nun auf die im Äquator zu messende Bekt- 
asoensionsänderung zu kommen, hat man noch mit 

1 1 

cos 6 ""cos 23» 27' 13" 

zu multipHneren. Dadurch erhalt man 

Cfg = 1,1113» bezw. c„ = 4,452 Minuten. 

[Dies stimmt mit der Jahrbuchangabe 4,4 Minuten sehr 
befriedigend überein, obwohl die Schiefe der Ekliptik in 
jenem Jahre 1855 nicht genau die angegebene Gröfse hatte, 
obwohl die Winterstellung ins Perihelium gerückt war und 
auch hier nur eine Annaberungsrechnung vorliegt.] 

595) Die Bektasoensiönsandemng för die Sommerstelhmg 
ergiebt sich jetzt einfacher aus 

A 2 /> 2 

cos e cos t 

oder *.* 

Cs = Cu,-^ als c, =-1,0390 

rs 

bezw. c, = 4,156 Miauten, was ebenfalls nur wenig von dem 
Jahrbuchwerte 4,16 Minuten abweicht. 

Will man noch erfahren, für welche Stellungen der 
Erde bezw. Sonne die mittlere tagliche Bektascensions- 
änderung 0,98 564^ stattfindet, so setze man 

0,98 5640 r.i=y>i. 



m 



- "VÄ - '-iS - ""'' ""« "•"" 



giebt. Dies ist ziemlich genau das arithmetische Mittel 
zwischen r„ xmd r,, welches 20 682 000 Meüen beträgt. Der 
mit Tm um 8 geschlagene Kreis giebt die beiden ent- 
sprechenden Erdstellungen auf der Mlipse an. 

596) D^nnach erhalt man ziemlich genaue Werte von 
c„ und Cs mit Hilfe der einfachen Gleichungen 

98fS f ^«> + ^' X 

u,^ou \^ 2 / 0,985 gg 0,985 a« 

Cpf g — j Cg — j . 

r„ cos e r^ cos e r, cos e 
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Dies düifte für Schulzwecke ausreichen^ obwohl diese Ein- 
fachheit nicht ohne weiteres vorauszusehen war. Ein mit^ 
r^ um S geschlagener Kreis schneidet die Ellipse in den 
Punkten mittlerer Bektascensionsänderung. 

597) Es fragt sich, ob man für jede beliebige Stellung 
der Erde die tagliche 'Rektascensionsanderung einfach aus 
dem Winkel t9 angeben kann. 

Die Brennpunktgleichung der Ellipse ist in Cartesischen 
Koordinaten 

(x—eY , y« , 

Um zu Polarkoordinaten überzugehen, mache man folgende 
Umwandlung. Die Gleichung geht zunächst über in 

x^ — 2ex + 6« 



3/2^62 



1 — 



a 



2 



62(a2 — c«) l^x^ , 62 

— ^ — 2 ex 

J4 ^2 «. g2 



x'^ + — 2ex. 



Schafft; man hier —rX^^x^ nach links, so entsteht dort 

a;2 -|- y2 -^ |.2^ die Gleichung wird also 

6* + 2&26a; + e2a;2 



r^ = 



a 



2 



oder r = ^^— ^- — oder ar = 6^ _|. ^y. eos i?. Daraus folgt 



a — e cos 1? ' 



Dabei ist t9 vom Aphelium aus gezählt Legt man den 
Prühlingspunkt, wie oben angenommen war, genau um 90® 
zurück, so hat man, wenn \p der neue Winkel ist 

62 _ 62 

"" a — ö cos (v^ — 90®) ~ a + e sin v^ * 

(Liegt er nicht genau dort, so ist eine Änderung Vi =* V i: ^ 
zu machen.) Dieser Wert ist einzusetzen in 

2 2 

n ^W ^w 



Nautische, astronomische and geodätische Anwendungen. 433 

Diese tagliche Verschiebung in der Ekliptik muTs nun erst 
auf den durch die augenblickliche Sonnenstellung gelegten 

Parallelkreis, dann mit Hilfe von r, wo d die Deklination 

cos 

der Sonne ist, auf den Äquator projiziert werden. 

598) Die Sonnenstellung Sx in der Ekliptik, ihre Pro- 
jektion G auf den Äquator und der Frühlingspunkt F bilden 

ein rechtwinkliges sphärisches Dreieck, in dem FG = a die 
Rektascension der Sonne, FSi = A ihre Länge, GS^ = d ihre 
Deklination ist. Winkel GFSi = e ist die Schiefe der 
EkUptik, ^GS^F^^S der Winkel, der für die Projektion 
der Verschiebung y auf den Parallelkreis mai'sgebend ist. 
Für dieses Dreieck gelten die Beziehungen 

cos € = tan a cot X 
sin a = cot e tan d 
sin d = sin e siQ A 
cos X = cos a cos d, 

die für gewisse Umformungen brauchbar sind. 

599) Der SiQussatz giebt 

. . . sina sina 
smf = &m€— — 5 = — — r. 

sm sm A 

Dies ist also der Projektionsfaktor für die Projektion 

auf den Parallelkreis. Dazu kommt noch der Faktor r 

cos 

für die Projektion auf den Äquator. Denmach verwajidelt 

sich y in 

sin a cos e cos e 



sin X cos d cos^ d 1 — siu^ X sin^ e ' 
Setzt man noch für y den obigen Wert 

2 /a + c sin y;\* 

'" * l p ) 

ein, so hat man endlich, da tp zugleich die Sonnenlänge X 
bedeutet, als tägliche Rektascensionsänderung für diese 
Länge X den Ausdruck 

[r„ cos fi (a + e sin X)Y 



4 

Cu, COS €— = Cu, COS fi r. 



c = a 



6^(1— sin« ;isin2fi) • 

Holzmflller, Stereometrie. IL 28 
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Hier sind (^ obei^ für ß^y r«^ b, a, i, e geb^p/^fiij^n bezw. 
ge^jejbei^eii Werjbe einzusetzen. Pamit ist idie Au%abe (für 
die gestellten Voraussetzungen) allgemein für jede Sonnen- 
lange gelost. 

y) DaxstoUiuiff dm IMiptik auf der Meroatorkaxta. 

600) Manche der besj^xxdienen Vi^hSltinsse übersieht 
man bequemer mit Hilfe der Mercatorkarte^ auf der die 
Ekliptik ais eine Wellenlinie erscheint^ <iie an die so- 




UMat» 



Fig. 164. 



genannten Sinoiden erinnert. Um ihre Gleichung zu finden, 
benutze man wie in Nr. 514 bis 517 die stereographische 
Projektion als Zwisdbiengliß4* IKe Hauptabstande der Ekliptik 
vom Südpol sind di=90o+2302r 13", i>2=-900— (23027' 13"). 
Bei der Projektion vom Nordpol auf die Aquatorebene 
werden nach angegebener Stelle die Abstände der ent- 
sprechenden Punkte von der Kantenmitte: 



cot 56043' 36" 



a^ tan$ = tan33n6'24"=- 

n 

Ol = tan ^ = tan 56H3' 36", 



also ag = . Die Projektion der Ekliptik ist also ein 



^2 

Kreis, dessen Mittelpunktsabstand 

tan — — tan -^ 

2 2 __ «1 + ag _ 

2 "■ 2 ~ 

ist, dessen Badius gleich 



a. 



«1 



a\ 



2ai 
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1 



taa^ + tan^ 



«1 -— «2 



«1 + 



2 



fc I ■■■ ■ 



2 2 2 

ist. Die Gleichung dieses Kreises lautet: 



""^ 2aj 



a? 



-M«.-«f+^'=M».+»f 



oder 

In Polarkoordinaten hat man 

r^ — r cos v 1^1 ) «• 1. 

Die Gleichung der Ekliptik auf der Einheitskugel lautet 
also in Längen- und Breitenkoordinaten (Polabständen) 
X und d". 



1) 






auf der Merkatorkarte also: 



oder 



(«•4) 



oder 

2) 
oder 

3) 



^^a,_l)co8X±]/|(«,-£ 



2 



+ 1 



«^ = ö («1 — — ) cos X + 2 ^«1 + — j. 



o. 



^='^4^(«^-|)'"^^+M'^+^)/ 



Da cos X « cos (— X) ist, mufs über die Vorzeichen 
so verfügt werden, dafs zu oos X das positive, zu cos ( — X) 
das negative gehört. Das eine Mal erhält man eiu positives 
e^y das andere Mal ein negatives. 

Mit Hilfe dieser Gleichung kann man die Eigenschaften 
jener Kurve leicht untersuchen. Geometrisch besteht sie 
aus vier kongruenten Teilen. Hinsichtlich der Zeit ist za 

28* 
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bemerken, dafs der Sommerbogen wegen der besprochenen 
UnregelmäTsigkeiten 7 Tage mehr Zeit beanspracht, als der 
Winterbogen. Dieses Verhältnis wird sich im Verlaufe von 
13000 Jahren in Folge der Pracession der Nachlgleichen 
umkehren. 

6) Die Zeitgleiohung. 

601) Wegen der Veränderlichkeit der taglichen Rekt- 
ascensionsanderung sind die Sonnentage, nach denen das 
bürgerliche Leben sich richtet, von ungleicher Lange. Denkt 
man sich eine genau gehende Uhr, die im Verlaufe eines 
tropischen Jahres (von Frühlingspunkt zu Frühlingspunkt) 
genau 2 • 365,2422 ... Umdrehimgen macht und vergleicht nGiaii 
sie zu jeder Mittagszeit mit der Sonnenuhr^ so findet man 
zwischen dem wahren Mittag imd dem mittleren Mittags 
taglich einen gewissen Unterschied d derat, dafs 

oder, dafs zur Mittagszeit wahre Zeit -\- Unterschied d 
gleich der mittleren Zeit ist. Diesen Ausdruck d, der 
sowohl positiv, als auch negativ sein kann, bezeichnet man 
im Hinblick auf die so au&ustellende Gleichung kurz als 
die Zeitgleichung. 

Man kann d für jeden Tag des Jahres durch Beobachtung 
bestimmen, aber auch mit Hilfe der täglichen Rektascensions- 
änderung vorher berechnen. Die Möglichkeit der Berechnung 
ist bei der betreflTenden Untersuchung dargelegt worden. In 
der Praxis benutzt man die für jedes Jahr berechneten 
Tabellen. Diese findet man in den astronomischen und 
nautischen Jahrbüchern. 

Statt der genau gehenden Uhr kann man sich auch 
eine zweite (theoretische) Sonne denken, die sich mit der 
konstanten taglichen Rektascensionsänderung 0,98 564^ jährlich 
einmal durch den ganzen Äquator verschiebt. 

602) Die Zeitgleichung giebt viermal im Jahr den Wert 
Null an, am 15. April, 14. Juni, 1. September und 24. De- 
zember. Höchstwerte werden erreicht am 26. Juli und 
11. Februar mit + 6"* 15* bezw. + 14*» 25*, niedrigste Werte 
am 29. Mai imd 3. November mit — 3"» 55* bezw. — 16"'23*. 
Dabei ist der Mittag des 15. April willkürlich als der Zeit- 
punkt angenommen, in dem die Uhr mit der wahren Zeit 
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gleichgestellt wurde. Diese willkürliche Annahme ist gemacht 
worden, um die Abweichungen möglichst gleichmafsig zu ver- 
teilen und sie nicht teilweise allzu grofs werden zu lassen. 

603) Der Umstand, dals der Frühlingspunkt sich auf 
der Ekliptik in jedem Jahre um etwa 50" verschiebt 
und zwar in der Richtung von Ost nach West, d. h. der 
Kektascensionsänderung der Sonne entgegen, macht das 
siderische Jahr etwas länger als das tropische und 
bringt es auf 365,2564 Tage, so dals der unterschied 
0,014 Tag oder etwa 1210 Zeitsekunden beträgt [An jedem 
Tage ist die Rektascensionsänderung im Mittel 0,98564^, in 

jeder Sekunde also ^^.^^ $ in 1210 Zeitsekunden demnach 

1210 86400 ' 

0,98 564® , was die obigen 50 Sekunden giebt.] So be- 

trug am 1. Januar 1800 die Länge des Perihels 279^30' 8,39" 
(statt 270®). Die Bedeutung des siderischen Jahres 
beruht iu Folgendem: Hat augenblicklich die Sonne mit 
einem Fixsterne dieselbe Rektascension, so findet nach Ver- 
lauf eines siderischen Jahres dasselbe statt. Da die jährliche 
Verschiebung des Frühlingspunktes fast 50" beträgt, so 

wandert er in 27000 Jahren (genauer — r =26920 J.) 

° 50 

einmal durch die Erdbahn. Entsprechend ändert sich die 

Lage des Nordpols, der sich bis zum Jahre 2095 dem 

Polarstem bis auf 26 Minuten nahem, dann aber sich von 

ihm entfemen wird. 

604) Noch ist das anomalistische Jahr zu erwähnen, 
welches von Aphel zu Aphel oder von Perihel zu Perihel 
reicht imd um 4*"47,33" Zeit (oder um 11,8" in Gradteüung) 
länger ist als das siderische, so dals seine Länge 365,2597 
Tage beträgt. Das Perihel und das Aphel verschieben sich 
also jährlich in der Richtung West — Ost um 11,8", was 
eine entsprechende Drehung der Erdachse gegen den Fix- 
stemhimmel bedeutet (die, wenn sie unverändert fortdauerte, 
zu einer Umdrehung 109800 Jahre gebrauchen würde). 

Nach den genauesten Messungen fand Pontecoulant 
in mittleren Sonnentagen für seine Zeit: 

sid. Jahr = 365,25637, trop. Jahr = 365,24222, 
anomal. Jahr = 365,25970 Tage. 



1 
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(In siderischen Tagen dagegen: 

366,25650, 366,24242, 366,26009.) 

Der Fröhlingspunkt verschiebt sieh gegen das Aphelium 
um 50"+ 11,8"« 61,8" (genauer um 61,517" im Jahre 1800). 

e) Das nautlBohe Breieek. 

605) In Fig. 155 sei S der augenbKckliche Ort eiaes 
beKebigen Gestirnes, also GS dessen Deklination S, 
PS = 90^ — d sein Polarabstand, FG seine (auf ein Jahr 




Fig. 155. 

ziemlieh unverändert bleibende) Rektascension a (Abstand 
vom Frühlingspunkte), CG, sein augenbli<Micher Stunden- 
winkel t Da absolut genommen FG -{-CG ^ FC ist, so 
folgt, da FC=^'& die Stemzeit ist (Abstand des Frühlings-* 
punktes vom Meridian) 

1) a + i^=.d, 

d.h. 

Rektascension + Stundenwinkel *« Sternzeit. 

Ist z. B. a = 30^ so mufs, weil der Grad 4 Minuten 
Sternzeit bedeutet, der Stern um 120 Minuten Stemzeit 
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odeT um 2 Stemstünden später fculminiören, als der Widder- 
punkt, d. h. zur Stemzeit 2*. 

606) Unsere Aufgabe besteht nun darin, zwischen den 
Werten des Azimuts a, der Höhe Ä, des Stundenwinkels 
/, der Bektascension a, der Stemzeit i?, der Deklination 8 
und der Breite (p und der Länge des Beobachtungsortes 
Beziehungen aufzusuchen. Einige von diesen kann man am 
nautischen Dreieck P2S, welches durch den Pol, das 
Zenith und den augenblicklichen Ort S des Gestirns be- 
stimmt wird, ohne weiteres ablesen. Man hat nur zu be- 
achten, das PS = (900 _ ^0)^ ZS^ 90^ — h% PZ= 90^ — (p^, 
< 8PZ=^ i% ^ SZC^a% also < PZ8r= ISO^ — a« ist. 
Der Winkel q^PSZ kann als der paxallaktißche Winkel 
bezeichnet werden. 

607) Der Sinussatz ergiebt 

sin(1800 — go) sin^ 

sin (900 — ^0) "^ sin (900 _ ^o)^ 
oder 



2) 



sin a sin t 



cos ö cos h ' 

Die Formeln für a und t werden zweideutig, so dafs 
untersucht werden mufs, ob der spitze oder stumpfe Winkel gilt. 

608) Der Cosinussatz giebt 

cos (900 — ÄO) = cos (900 — q?^) cos (90o — ^o) 

+ sin (900 __ ^0) gin (90o — ^o) cos i^ 
oder 

3) sin Ä = sin 99 sin ^ + cos 9? cos ö cos t 

Berechnet man daraus t, so kann t sowohl als positiv, als 
auch als negativ aufgefafst werden, so dafs Zweideutigkeit 
stattfindet 

609) Der Cosinussatz giebt ferner: 

cos (900 _ ^0) = cos (900 _ ^o) cos (90o — ÄO) 

+ sin (900 _ ^0) sin (900 _ fto) cos (I8O0 — ftO) 
oder 

4) sin d = sin 9? sinÄ — cos (p cos h cosa. 

610) Will man eine Gleichung für q) haben, so multi- 
pliziert man z. B. beide Seiten von 3) mit sinÄ und beirfe 
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Seiten von (p mit sin^, man erhalt dann durch Subtraktion: 

sin^A — sin^i =* cos 9? cos^ cos^sbiA + cos 9? cos A cos a sind 

und damit 

_. sin^ h — sin^ d 

5) cos 9? = , ■ , :r~x — ^"Ht 1 • 

coso smÄ cosr + 8IDL0 cosÄ cosa 

611) Man kann aber auch irgend welche vereiofachten 
Formehl der sphärischen Trigonometrie, von denen mehrere 
in Gebrauch genommen sind, zur Berechnung der Seite 
(90^ — 95) benutzen. Denn die Formel 5) ist unbequem 
zur logarithmischen Auswertung. — Setzt man aus 2) den 

Wert cos h = ; in 4) ein, so erhält man 

sma 

. . . . , cos i sin ^ 

sm o =* sm Q? sm Ä — cos w cos a ; 

sma 

und daraus 

. , sin d + cos d sin ^ cos w cot a 

6) 8mÄ = ; ' , 

sm99 

was ebenfalls nicht besonders bequem ist — 

612) Handelt es sich um auf- oder untergehende Ge- 
stirne, für welche A gleich NuU ist, so verwandehi sich die 
Gleichungen 2), 3) und 4) in 

2*) sin «0 = sin t^ cos d 

3*) cos ^0 = — tan (p tan d 

4*) sin ^ = — cos q) cos a^. 

Dabei ist ^0 der halbe „Tagbogen" des Gestirns, wenn man 
unter Tagbogen die Bogen vom Aufgang bis zum Nieder- 
gang versteht und es sich nicht um einen Circumpolarstern 
bandelt. Das Azimuth a^ des aufgehenden oder untergehenden 
Gestirns ist dabei die Entfemimg des Auf- und Untergangs- 
punktes vom Südpunkte des Beobachtimgsortes. Die 
Gleichungen 3), 4), 6) sind die Hauptformeln für 
die Transformation der Koordinaten des Horizont- 
systems in die des Aquatorsystems oder umgekehrt. 
Auch der parallaktische Winkel P8Z kann in die 
Bechnungen eingeführt werden. 
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613) Eine andere Transformation. 

Während vorher die Transformation der Horizont- 
koordinaten in die Aquatorkoordinaten und der um- 
gekehrte Übergang behandelt wurde, soll jetzt die Um- 
wandlung der Aquatorkoordinaten und der ,^stro- 
nomischen" oder Ekliptikoordinaten ineinander be- 
trachtet werden. 

In Fig. 156 sei AB der Äquator, CD die Ekliptik. 

^ e die Schiefe der letzteren, so dafs auch P^Pn = e ist, 

wobei Pn den Nordpol 

des Äquators, P, den 

der Ekliptik bedeutet. 

G und H seien die 

Projektionspunkte eines 

Sternes S auf Äquator 

und Ekliptik. GS^Ö 
ist die Deklination des 

Sternes, FG = a seine 
Bektascension, FH seine 
astronomische Lange X, 
HS seine astronomische 
Breite ß. 

ImsphärischenDrei- 
eck P/PnS ist also 

PrS=90^'-ß, KS ==90^ 

— <5, P,P„=-fi, der Winkel bei P, ist gleich 90^ — A, 

der bei P« gleich 90^ + a, als Nebenwinkel von 90^ — a. 

Der Sinussatz giebt: 

sin (90Q — ;i) sin (90^ — d) 

sin (90^ + a) ~ sin (90o — ß) 
oder 

7) cos X cos ß = cos d cos a, 

der Cosinussatz giebt: 

cos(900— yJ)=cos £cos(90<> — d)+sin£sin(90ö — a)cos(90o+a) 

oder 




Fig. 156. 



8) 



sin yS = cos e sin d — sin £ cos d sin a. 
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Derselbe Satz giebt: 

cos (90« — a)= cos 6 cos (90<> —ß)+ sin e sin (90« — d) cos(90« — Jl) 

oder 

9) sin d =^ cos « sin )ff + süi ß cos ß siü X. 

Die beiden letzten Gleichungen sind nicht besonders 
geeignet für logarithmische Berechnungen und können durch 
andere ersetzt werden. Trotzdem sollen sie beibehalten 
werden, damit in dem Dreieck nicht auch noch der Winkel 
bei S benutzt werden muls. 

Mit den genannten Formeln ist man imstande, eine 
gröfsere Anzahl nautischer und astronomischer Aufgaben 
zu berechnen, wozu jetzt einige Ubungsbeispiele gegeben 
werden sollen. 

C) Mnige Übungsaufgaben aus der Nautik und Astronomie. 

Bei den nachstehenden Beispielen sind benutzt Bohnert, 
eb. u. sphär. Trigonometrie (Leipzig, bei Göschen), eine 
ältere Auflage des bekannten mathematischen Lehrbuchs 
von H. V. Hallerstein und Breusings Steuermannskunst, 
7. Aufl. (Bremen, bei Heinsius); im gleichen Verlage 
sind auch Breusings nautische Hilfstafeln (6. Aufl. von 
Dr. Schilling herausgegeben) erschienen. (Das vom Reichs- 
marineamt herausgegebene Handbuch der Navigation 
konnte ich nicht einsehen.) Auch auf das Berliner Nautische 
Jahrbuch und auf „Neues Handbuch der Schiffahrtskunde'^ 
von Bolte, mit Vorwort vom Geh. Admiralitatsrath Neu- 
meyer sei hingewiesen. Das letztere enthalt nur noch die 
neueren bewährten Methoden. Aufserdem giebt es eine 
Steuermannskunde von ßöhl. Auch auf das vortreffliche 
Lehrbuch der mathematischen Geographie von Prof. S. Günthe r 
sei aufinerksam gemacht. Einiges findet man in Müllers 
Kosmischer Physik und selbstverständlich Vieles in den 
mathematischen Lehrbüchern der Astronomie und denen der 
niederen und höheren Geodäsie. 

Bei Günther findet man auch historische Angaben, auf 
die hier verzichtet werden soll. Genannt seien noch: 
Brünnow, Lehrbuch der sphärischen Astronomie (Berlin, 
1866), Gyldön, Grundlehren der Astronomie (Leipzig, 1877), 
E. Wolf, Geschichte der Astronomie (München, 1877). 
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Martus, Leipzig, 1880, Math. Geogr. Newcomb-Engel- 
mann, Popul. Astr. (Leipzig, 1881). Israel-Holzwart, 
Elemente der theor. Astron. (Wiesbaden, 1885). Günther, 
Handbuch der math. Geographie. 

Auf das physikalische Element der mittleren Strahlen- 
brechung und ihrer Korrekttir durch Berücksichtigung der 
Thermwneter-* und Barometerstände ist hier nicht ein- 
gegangen, da diese in der Praxis einfach nach den nautischen 
HiKstafeln berechnet werden. 

[Da es hier nicht auf Rechnung nach Tabellen, sondern 
nur auf den mathematischen Zusanunenhang ankommt, 
konnten auch die gelösten Aufgaben, die mir vom Reichs- 
Marineamt in dankenswerter Weise zm* Verfügung gestellt 
wurden, vorlaufig keine Verwendung finden, die ich mir 
jedoch für später vorbehalte.] 

614) Wie grofs ist die stündliche Rektascensions- 
änderung der mittleren Sonne in Zeitstunden? 

Auflösung. Die tägliche Änderung ist 0,9856472^ 
= 3,942588 Minuten Zeit, die stündliche also 

5^.1 = 0,002738. 

(Zeitstunden). Diese stündliche Änderung werde mit fi be- 
zeichnet. 

615) Die Beziehungen zwischen der Sternzeit 
und der mittleren Sonnenzeit für einen durch ge- 
gebene mittlere Mittagsrektascension der Sonne 
bestimmten Tag aufzustellen. 

Auflösung. Die im üblichen Zeitmafse ausgedrückte 
Stemzeit sei t, die mittlere Sonnenzeit 4i« Zur Zeit t^ 
ist die Rektascension der mittleren Sonne a = a„, + yM^, 
wobei am der Mittagswert der Rektascension der mittleren 
Sonne ist, ^ ist die stündliche Änderung der letzteren. 
Der Stundenwinkel der mittleren Sonne ist also nach Fig. 152 
CF — GF= ta — [am + j^^m)y ^^d dicscr Ausdruck ist zu- 
gleich die Anzahl der seit der Kulmination verflossenen 
Stunden, d. h. gleich t^. Dies giebt die Gleichung: 

die gesuchte Stemzeit ist also 

1) 4 = öm + (1 + /*)^in- 



m 
ntf 
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Umgekehrt ist 

2) <„ = *'~°* 



"« — »*m 



1 + ^- 

Bemerkung. Um gewisse Rechnungen zu erleichtem, 
hat man Tabellen für den Fall a,„ = angefertigt, bei denen 
also angenommen ist, dafs der Frühlingsanfang genau zur 
mittleren Mittagszeit stattfinde. Für diesen Fall ist 

1 +/i 

Die Tabellen beziehen sich auf die Werte von 

1 +/i 

616) Welche wahre Zeit hat Greenwich, wenn man 
unter q? = 30^ 50' östlicher Länge die wahre Sonnenzeit 
8*20« hat? 

Auflösung. 30^50' bedeutet in Zeit, da 1<>=4 Minuten 
ist, 2*3"»20f. Green wich hat also die Zeit 

8* 20"» — 2* 3»« 20» = 6* 16"» 40». 

Bemerkung. Hätte man für beide Stellen von mittlerer 
Zeit gesprochen, so würde die Lösung dieselbe sein. Ist die 
Zeitgleichung bekannt, so kann man auch nach der 
mittleren Zeit von Greenwich fragen, wenn die wahre Zeit 
für (p^ Breite gemessen hat. Die mittlere Zeit von Green- 
wich würde dann sein 6*16"»40* + d Ist z.B. die ver- 
besserte Zeitgleichung d=l"»2», so findet man 6* 17 ♦"42*. 
Über diese Verbesserung klären einige der folgenden Bei- 
spiele auf. 

Für Greenwich sind in den nautischen Jahrbüchern 
die Erscheinungen an der Himmelskugel vorausberechnet 
imd zwar für mittlere astronomische Zeit, die vom 
mittleren Mittage ab, nicht wie die bürgerliche von Mitter- 
nacht ab, zu rechnen ist. 

Beispiel. An einem Tage, für den die Zeitgleichimg 
d = 2*" angegeben ist, macht man eine Beobachtung unter 
60^0 zur mittleren Ortszeit 10'* 24'^». Wie war gleichzeitig 
die wahre Zeit in Greenwich? Vgl. No. 617. 
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Beispiel. An derselben Stelle hatte man an demselben 

Tage für eine Beobachtung die wahre Zeit 11*20, wie war 

' gleichzeitig in Greenwich die mittlere Zeit? Vgl. No. 617. 

Bemerkung. Man kann aus der bürgerlichen Zeit 
die mittlere und die wahre astronomische Zeit berechnen. 
Am bürgerlichen Vormittag sind dabei 12 Stunden zur 
bürgerlichen Zeit zu addieren, das Datum aber um einen Tag 
zurückzuschieben. Am Nachmittag ist keine Addition nötig 
und auch das Datum bleibt. So erhält man die mittlere 
astronomische Zeit. Um zur wahren astronomischen 
überzugehen, benutze man die verbesserte Zeitgleichung. 
Wie man dabei von der Ortszeit zur Greenwicher Zeit über- 
geht, um die Angaben des Jahrbuchs benutzen zu können, 
kann man aus dem nachstehenden Beispiele entnehmen. 

617) Wann nach mittlerer Ortszeit kulminiert die 
Sonne unter der Länge — 70^ von Greenwich an 
einem gegebenen Tage, z.B. am 27. Oktober 1875? 

Auflösung. Die wahre Ortszeit und zugleich die wahre 
astronomische Zeit des Ortes ist für den Augenblick der 
Sonnenkulmination 0* 0"* 0*, die wahre astronomische Zeit für 
Greenwich also 70 • 4*" = 4* 40"*, denn Greenwich liegt 70^ 
östlich vom Beobachtungsorte. Das nautische Jahrbuch ent- 
hält far alle Himmelserscheinungen die Zeitangaben in mittlerer 
astronomischer Zeit reduziert auf den Meridian von Greenwich, 
also auch die Zeitgleichung rf, die für den mittleren Mittag von 
Greenwich angegeben ist. Man darf die Angabe aber nicht 
ohne weiteres anwenden, da augenblicklich die wahre Zeit 
nicht Mittag, sondern 4* 40"* ist, wohl aber wird sich der 
angegebene Wert, auf ganze Minuten abgerundet, als An- 
näherungswert (d) benutzen lassen, so dafs man als angenäherte 
mittlere Zeit 4* 40"» + {d), z. B. 4* 40"» + (— 16"») hat. Jetzt 
bilde man den Unterschied der Zeitgleichungen des Jahr- 
buchs für den laufenden und den folgenden Tag imd dividiere 

dt — d ** 

durch 24 • 60 = 1440, was ^ ^ als Änderung der Zeit- 
gleichung fär die Minute giebt. Multipliziert man dies mit 
4'* 40"» — 16"»= 4* 24"», so erhält man die vorzunehmende 
Korrektur auf die zehntel Sekunde genau, so dafs man 
beispielsweise — 16"» 2,3* als augenblickliche Zeitgleichung 
erhält. Dies ist auch für den Beobachtungsort malsgebend. 
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Die Sonne kulminiert also am Beobachtangsorte vor dem 
mittleren Mittag, d. h. zur astroncHnischen Zeit 23* 43" 57^7' 
des Vordatums oder um die entsprechende büigerliche mittlere 
Zeit des gegebenen Datums. Das Bechenschema sieht also, 
von den abgekürzten Bezeichnungen abgesehen, bei Breu- 
sing folgendermafsen aus: 

Wahre astronomische Ortszeit = 0* 0* den 27. Okt 
westlicher Zeitunterschied = 4** 40"* 



wahre Greenwicher Zeit = 4" 40*" den 27. Okt 

angenäherte Zeitgleichung = — 16"* 



angenah. mittl. Greenwicher Zeit =« 4" 24*" den 27. Okt 

Dafür ergiebt sich 

genaue Sfeitgleichung = — 16"* 2,3* 

wahre astronomische Ortszeit = 24* 0*" 0* den 26. Okt 

mittlere astronomische Ortszeit =* 23'* 43"* 57,5* den 26. Okt 
bürgerliche Ortszeit = 11« 43" 57,5* Vorm. 27. Olvt 

Bemerkungen. Wäre der Beobacbtungsort von der 
Lange +136^ gewesen^ was 9* 4" Zeitunterschied bedeutet, 
so würde Greenwich 24* — 9* 4" = 14* 56" wahre Zeit gehabt 
haben ^ also z. B. bei ang^iaherter Zeitgleichung 4- 8" die 
mittlere Zeit 15* 4*" • Die der obigen entsprechende Korrektur 
möge nun + 8*^ 5,8* geben, dann ist am Beobachtungsorte 
die mittlere Zeit der Kulmination + 8** 5,8*, was in diesem 
Falle die mittlere astronomische und zugleich die mitt- 
lere bürgerliche Ortszeit des gegebenen Datums ist 

Beide Beispiele sind Breusing entnonunen. Man lese 
aus ihnen folgende Regel ab: ,,Man betrachte bei Westlange 
den wahren Mittag als Anfang des folgenden astronomischen 
Tags, bei Ostlänge als Ende des verflossenen astronomischen 
Tags, d. h. man addiere bei Westlänge den Zeitunterschied 
(gegen Greenwich) zu 0* 0"* O, bei Ostlänge ziehe man ihn ab 
von 24* 0"* 0*. Man entnehme dem Jahrbuche von der Zeit- 
gleichung d nur die Minutenzahl (d) und bilde so die an- 
genäherte mittlere astronomische Zeit tur Greenwich und 

mache mit ^ die Korrektur der Zeitgleichung d. Das 

korrigierte d giebt die mittlere Zeit der Sonnenkulmination 
für den Beobachtungsort." 
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4imliche Berechniipgen kann man auch ^ 4^6 untere 
Kulmination der Sonne machen. Man kanQ jedoch auch 
nach der Zeit der Kiahuination dnes I^tems fi^en^ dessen 
Kei^t^cension man ken^t. Dabei h^jb maa aus dem Jahr- 
buche die Rektascension der mitüeren Sonne zu <entnehmen. 
Bpeusing giebt folgendes Beispiel: 

618) W^nn kulminiert am 25. Januar 1875 der 
Fixstern RigeJ unjber der Länge ,+ 8^49'? 

Auflösung. Um von der ße^tascension 5* 9^ des 
Rigel die der mittleren Sonne, die z. B. als 20* 18"* dem 
Jahrbuche entnommen wird, abzuziehen, mufs ma^ zur erstpren 
zunächst 24* addieren, was 5* 9«+ 24* — 20* 18"» = 8* 51«» 
als ungefähre Zeit der Kulmination des Sternes giebt, die 
am bürgeriichen Nachmittag erfolgt. Der naohstvorhergehende 
mittlere astronomische Ortsmittag ist 24* 0*", von ihm ist 
der östliche Zeitunterschied mit 35*" abzuziehen, was mitt- 
lere astronomische Grenwicher Zeit 23* 25*** mit demVordatum 
24. Januar ergiebt. Für diesen Zeitpunkt kann man, wie 
bei der obigen Korrektur, die Rektascension der Sonne mit 
entsprechender Genauigkeit berechnen, z. B. auf 20* 17** 26,7*, 
und nun auch fiir den Rigel den genaueren Wert 5* 8** 32,7* 
dem Jahrbuche entnehmen (welches die Verschiebung des 
Frühlingspunktes schon berücksichtigt hat). Der vorige 
Unterschied der E^ktascensionen wird jetzt in Sternzeit 
8* 51*»* 6,0*, und dies giebt den Zeitpunkt der Kulmination 
in Stemzeit an. Diese aber ist der Sonnenzeit vorausgeeilt, 
und zwar für diese Zeitlänge um den zu berechnenden 
Betrag 1"» 27,0*. Zieht man dies ab, so ergiebt sich als 
mittlere Ortszeit der Kulmination 8* 49*" 39,0* am 25. Januar 
nachmittags. 

In allen Fällen ist es gut, die Probe zu machen. 

Die genaue Zeitbestimmung ist das Fundament fiir die 
nautischen und astronomischen Berechnungen. Es ist also 
zu empfehlen, die sämtlichen Beispiele des Breusingschen 
Werkes und sonstiger nachzurechnen, auch solche, bei denen 
es sich um die Mondkulmination handelt. Diese Gruppe 
von Angaben hat allerdings nichts mit der Stereometrie zu 
thun, ist aber unentbehrlich zum Verständnis der sonstigen 
Berechnungen. 

619) Längenbestimmung aus der Sonne. Die 
einfachste Längenbestimmung ist die mit Hufe der Beobachtung 
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der wahren Mittagszeit^ ^ = vorzunebmende. Aus ttß-\-d= d 
findet man die mittlere Zeit t„^. Diese ist mit der mittleren 
Zeit des Chronometers zu vergleichen, die z. B. Greenwicher 
mittlere Zeit bedeutet. Aus der Zeitdifferenz schliefst man 
dann auf die ostliche oder westliche Lange. 

Da aber die Sonne nicht immer zur Mittagszeit sicht- 
bar ist, mufs man aus jeder beUebigen Sonnenbeobachtung 
tfß zu bestunmen verstehen. Dies geschieht z. B. mit Hilfe 
der Formel 3 (oder der för Ic^arithmische Berechnung ver- 
besserten Formel 3), also aus 99, h und d. Es handelt sich 
also zugleich um Zeitbestimmung aus der Sonnenhöhe. 

620) Aufgabe.*) Am 17. November 1899 zu einer 
zu bestimmenden Zeit des Vormittags fand man 
unter 99 = 43^24' südlicher Breite die wahre Sonnen- 
höhe Ä = 44®58'. Die Sonnendeklination war nach 
dem Jahrbuche an diesem Tage d = — 18^57', die 
Zeitgleichung für den Zeitpunkt der Messung 
d = — 14"»59*. Die Schiffsuhr zeigte dabei Green- 
wicher Zeit 5* ll*" 10* vormittags. Wie grofs war 
die Länge? 

Auflösung. 

sinÄ - sin 97 sin d sin44058 '- sin(- 43^24') sin(- 18057') 



cos< = 



cos 9? cos a cos (— 430 24') cos (— 18» 57') 



sin44058'— sin43024'sinl8057' 0,48356 __ ^ 



cos 430 24' cos 180 57' cos43024'cosl8057' 

Der Ausdruck für t mufs negativ sein, da die Messung am 
Vormittag geschah. Es ergiebt sich t= — 45® 16' 40". Dem 
entspricht die von 12* abzuziehende Zeitdauer 3*1"» 7*, so 
dafs die wahre Ortszeit war t^, = 8* 58*** 53*, die mittlere also 
i^m = tt — 14»» 59* = 8* 43"» 54« vormittags. Der Unterschied 
gegen Greenwich war tm — C = 8* 43"* 54* — 5* 11"» 10» 
= 3* 32« 44*. Da 1* = 15« ist, so folgt als Lange 
Z=+53oil'östHch. 

621) Beispiele: 1) Berlin hat 9? = 52^31' 40". Man 
finde zu einer zu bestimmenden Zeit die Sonnenhöhe 
Ä = 380 16' 30", und ihre Deklmation sei 10^35' 40". 



*) Vergl. Bohnert, der nnr die Resultate giebt. 
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Auflösung. Die Beobachtung geschah entweder um 
9* 29"* 3(y vonnittags oder um 2* 30~ 30« nachmittags. 

2) Unter 42® 30' nördlicher Breite hat man die Sonnen- 
höhe 30® 30' gemessen bei Deklination d = 20®. Um welche 
Zeit geschah die Beobachtung? 

A u f 1 ö s u n g. ^^ = + 3* 53»» 20*, von Mittag aus 
gerechnet. 

3) Unter 43® 18' fand man die Sonnenhöhe 20® 10' bei 
Deklination d = — 19® 39' 10". Um welche Zeit geschah die 
Beobachtung? 

A u f 1 ö s u n g. ^ = + 9* 48'» 20«, von Mittag aus 
gerechnet. 

Man kann auch den (wahren) Auf- und Untergang der 
Sonne benutzen, för den Ä = ist, so dafs die Gleichung für t 

in cos t = — — i — = — tan w tan d übergeht, nur mufs 

cos 9? cos o 

dabei wegen des grofsen Abstandes der Mittagszeit, fiir welche 
in den Tabellen die Zeitgleichung angegeben ist, die stünd- 
liche Änderung der Bektascension berücksichtigt werden. 

622) Aufgabe. Zu welcher Stunde mittlerer Zeit 

findet am 20. Juni unter 9? = 51® 29' der Auf- und 

Untergang der Sonne statt, wenn für diesen Tag 

als ihre Deklination <5 = 23®27' und als die Zeit- 

1« 
gleichung d = 1»» 16* bei stündlicher Änderung fi=-^ 

der Bektascension in den Tabellen angegeben ist. 

Auflösung, cos i^ == — tan 51® 29' tan 23® 27' giebt den 

stumpfen Winkel ^=+123®l'30" und die wahre Zeit 

<«, = + 8* 12*" 6*. Um 4i zu finden, hat man für den Unter- 

1« 
gang 1»» 16« + 8 . — = 1*» 20« zu addieren, was C = 8* 13"» 26« 

£1 

giebt. Für den Aufgang verwandle man das andere ^«, in 

die Vormittagszeit 12* — t„ = 3* 47"» 54% wozu 1"» 16« — 4« 

= 1"» 12« zu addieren ist, was C = 3* 49"» 6« giebt. 

In entsprechender Weise läfst sich für nicht zu hohe 
Breiten der Sonnenauf- und Untergang för jeden Tag 
bestimmen. 

Ist die Sonne am Tage unsichtbar gewesen, so nimmt 
man nächtliche Stembeobachtungen zu BÖfe. Der Stunden- 
winkel eines Fixsterns wird mit Hufe der Formel 3 bestimmt, 

Holzmttller, Stereometrie, n. 29 
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seine Deklination und Sektascension gemessen oder aus den 
Tabellen entnommen^ die Stemzeit gebildet und in die mitt- 
lere Sonnenzeit verwandelt 

623) Aufgabe. Der Areturus (a Bootis) habe die 
Deklination d = 19^42' und die Rektascensiona= 14^9'. 
Unter der Breite 9?=« +34® 16' bestimmt ein Beobachter 
seine Höhe als Ä = 27®56'. Wie grofs ist der Stunden- 
winkel^ die Sternzeit und die mittlere Zeit? 

Auflösung. 

sin 270 56' — sin 34® 16' sin 19® 42' 

^^® cos 340I6' cos 19042' 

giebt 

< = + 690 0' 50"= +4* 36« 3». 

Die Stemzeit wird also ts^ a+t=^ 14« 9' + 69« 0' 50" 
= 56"* 36* + ^* 36"* 3* . Die beiden möglichen Stemzeiten sind 
also 4' = 5* 32« 39* und C= — 3* 39- 27». Ist nun a„, die 
Mittagsrektascension der Sonne und jll ihre stündliche Än- 
derung, so wird die mittlere Zeit des Beobachtungsortes 



ii — «m 1 _ .„ C — OL 



bezw. tZ = 



^m 



1 +/" 1 + /^ 

Welche von beiden die richtige ist, läfst sich leicht beurteilen. 

624) Aufgabe. Die Formel zur Berechnung des 
Stundenwinkels aus d, q> und h für logarithmische 
Bechnung bequemer zu machen. 

Auflösung. Man bezeichne die Bogen des nautischen 
Dreiecks folgendermafsen: 90^— h = a, 90®— d=i, 90^— q>=^c, 
den Stundenwinkel t mit a, das Azimuth a mit ß^ den paral- 
lektischen Winkel q mit y. Dann ist 2s = a + fe + c 
= 2700— (Ä + d + 9?) = 3600— (Ä + a + ^ + 900), also 

s = 1800— 1(Ä + d + 9? + 900) =1800— *, 

wenn man die halbe Klammer mit h bezeichnet. 
Dann ist 

5 — a = 90 — (Ä — Ä), 5— 6=90 — (* — ^), s-c = 90-(ifc— 9?), 
sui 5 = sin hy sin (s — a) = cos (Je — h), sin (s — 6) = cos (k — d), 

sin (s — c) = cos {Je — 9?). 
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Den zugehörigen Formeln der sphärischen Trigonometrie 
entsprechen dann folgende für den Stundenwinkel t = a. 

t -t /sin k cos (k — h) 
' 2 f cos 9? cos o 



. t 1 /sin (k — w) cos (k — ö) 

2) sm - = 1/ ^ -^ ^ ^ 

' 2 f cos <p cos 

3) tan^ 



t "I /cos (Ä — 9?) cos (k — ä) 
2 f sink cos {k — h) 



wo Ä = ^ ist. 

Beispiel. 9?«510 52', (J=-16n4', Ä = 44o. Wie grols ^? 
Auflösung. i^=+360 47'40"oder +2*27*» 10«. 

625) Breitenbestimmung. Befindet sich die Sonne 
in der Kulminationsstellung, so ist ihre Höhe Ä = (90^ — 9?) + <5; 
also 9? =^ 90^ + 5 — Ä. Dasselbe gut von jedem kulminierenden 
Fixsterne. Für die unteren Kulminationen der Circumpolar- 
steme ist nur eine leichte Änderung der Formel nötig. 

Kann man aus irgend welchen Gründen geeignete 
Kulminationsbeobachtungen nicht machen (bedeckter Himmel 
oder kein Stern erster Gröfse im Meridian), so bestimme 
man z. B. die Höhe eines beliebig stehenden Sternes (oder 
der Sonne), dessen Deklination b man kennt und dessen 
Stundenwinkel man bestimmen kann (bei der Sonne also die 
wahre Zeit). Man kann z. B. nach Art der Lösung folgender 
Aufgabe verfahren. 

626) Die Deklination der Sonne sei ^ = — 8n9', 
die wahre Zeit ^«^ = 0* IT** 20*, die wahre Höhe der 
Sonne ä=45^45'. Unter welcher Breite befindet 
man sich? 

Auflösung, t^ ist zunächst in Winkelgrade umzusetzen, 
was ^ = 2^ 50' als den Stundenwinkel giebt. Das Azimuth 
bestimmt sich aus 

. sin^cos6 sin 2^50' cos (-8n9^) sin2Q50^cos8ny 

cos A cos 45^ 45' cos 45® 45' 

als a = 4® 1' 10". Jetzt kann man die (noch nicht ver- 
besserte) Formel 

29* 
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cos W = r— ; 7 7- ; r 7 

cos o sin y» cos j + sin ö cos n cos a 

anwenden (bei der der zweite Posten im Nenner negativ ist). 
Man findet 
sin^ 450 45^ — sin« (8o 19^) 

^^^~cos8n9'sin45U5'cos2050'— sin8n9'cos45045'cos4n'10 

oder 

627) Ebenso kann man mit jedem Fixstern verfahren, 
bei dem man d, h und den Stundenwinkel t kennt 

Beispiel, d = 120 8' 8", h = 41^8' 6", t = 36^3' 15" 
geben 9? = 510 20' 27". 

Ist nicht t, sondern das Azimuth a bekannt, so berechnet 
man t mittels der Formel 

. ^ sin a cos d 

sm i = = — 

COSÄ 

und wendet dann die Formel für cos cp an. 

Beispiel. a = 19039'10", A = 38n8'46", a = 107H7'6" 
geben 9? = 51» 31' 59". 

628) Azimuthberechnung für einen Stern. Die ein- 
fachste Azimuthbestimmung ist die aus dem Stunden - 
winkel t, der Deklination d und der Höhe h des Ge- 
stirns. Zunächst rechnet man den Stundenwinkel, wenn er 
in Zeit gegeben ist, in Grade um, dann wendet man die 
Formel 

sin ^ cos 5 

sm a = = — 

cos h 

an. Ob man den spitzen oder den stiunpfen Winkel für a 
zu wählen hat, hängt davon ab, ob der Parallelkreis des 
Sterns und der Kreis seines Stundenwinkels sich im ersten 
oder zweiten Quadranten schneiden. In der Regel erledigt 
sich dies durch eine einfache Skizze, sonst durch Be- 
trachtung des zum ersten Vertikal gehörigen Stundenkreises 
für den Stern. 

Beispiel. ^=9n0'",^ = 45054'(z.B.CapeUa),Ä = 1603r, 
giebt zunächst 1^=137030' und a=150038'. Der stumpfeWinkel 
ist zu nehmen, weil S in den zweiten Quadranten fällt. 
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Bei der Sonne tritt an Stelle von t die wahre Zeit des 
Ortes, die am Chronometer mit Hilfe der Zeitgleichmig ab- 
gelesen werden kann, während d sich in den nautischen 
Tabellen findet. 

Beispiel. Ä^SO^e', ^=-5* 55" 12% 5= 60^25' 

giebt a =« 145n2' 53". 

629) Ist die Deklination 6 und der Stunden- 
winkel t des Sterns und die geographische Breite (p 
des Beobachtungsortes gegeben, so bestimme man 
zunächst h aus 

1) sin Ä = sin 9? sin 5 + cos q) cos d cos t 

und setze den Wert in 

. sin ^ cos d 

2) sma = = — 

COSÄ 

ein. (Bei 1) ist darauf zu achten, ob einer der beiden 
Posten negativ wird.) 

Beispiel, ist 9?==54<>20', ^ = 9*10»», <J = 45^, so 
folgt zunächst ^=137^30', was den besprochenen zweiten 
Posten negativ macht, so dafs h = 16^ 31' wird. Es folgt, 
wie im vorigen Beispiele a = 150^ 38'. 

630) Sind 9?, h und d bekannt, was der regelmäfsige 
Fall sein wird, so ist 

sin w sin A — sin d 

cos a = = . 

cos q) cos h 

Beispiel. Ist 9? = 55^40', d =- 15n0', Ä = 250 30' 
(für Sonne oder Fixsterne), so wird a = + 100® 37' 36". 
i8ei der Sonne gut + ^m Nachmittag, — am Vormittag. 

Beispiel. Ist 9? = 40® 38', d = — 17® 10', h + 20« 56' 
(Sonne oder Fixsterne), so wird a = +138^7' 48". (Bei 
der Sonne gilt + ^^^ Nachmittag.) 

Beispiel. 9> = 36^49', 5 =-19^38', Ä = 58n9' giebt 
a = ± 114^26'. 

631) Handelt es sich um einen aufgehenden 
oder untergehenden Stern, so ist, je nachdem was ge- 
geben ist, weü A = wird 

1) cos «0 = oder 2) sin «<, = sin L cos d. 

cos 9? 
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Unter a© — 90® versteht man die Morgen- und Abend- 
weite. Der Ausdruck 

3) sin L = r oder cos L^ — tan w tan d 

' cos Ö 

giebt den halben Sichtbarkeitsbogen des Sternes bezw. den 
halben Tagbogen der Sonne in Graden oder in Zeit. Dabei 
ist für die Sonne die Änderung der Bektascension noch 
nicht berücksichtigt. Die Lösung 1) ist eindeutige sobald 
es sich nur um den Aufgang oder nur um den Untergang 
handelt. Die Losung 3) läist einen Zweifel , ob to ein 
spitzer oder ein stumpfer Winkel ist. Dieser Zweifel wird 
folgendermafsen gehoben: 

Befindet sich der Beobachter unter nördlicher 
Breite, so gehört zu einem spitzen Winkel a ein 
spitzer Bogen i^y z^ einem stumpfen Winkel a ein 
stumpfer Bogen i^. Auf der Südhalbkugel ist es 
umgekehrt. 

Beispiele. 1) 9? == + 35® 33' und d = + 12o 27' geben 
ao=±111^16'40", ^o=±1070 23'31" oder +7* IT»* 33% 

2)^=- 35025' u.d = + 160 40' geben ao = + 110<^36'20", 
4 =. 4- 770 42' 50" oder + 5* 10"» 51% 

3) 9? = 590 und nördliche Breite des Sterns /?== 17^30', 
die leicht in b umzurechnen ist, geben «0 = + 54^16' 40". 

632) Für Fixsterne sind solche Lösungen genau. Für 
die Sonne ist aber Beispiel 2) zunächst nur für wahre Zeit 
brauchbar. Bei der Umrechnung in mittlere Zeit mufs die 
stündliche Bektascensionsänderung berücksichtigt werden. 

Beträgt diese für die Stunde \ Sekunde und ist die Zeit- 
gleichung für den Mittag d = 1' 10", so ist für den Unter- 
gang 1"» 10« + 5 . 7* =- ~ 1*» 16% für den Au%ang l«10"-6" 
= 1*"4" zu addieren. Der Sonnenau%ang erfolgt also 
12* — (5* 10«* 51") + 1"» 4" oder 6* 50' 7", der Untergang 
5* 10"» 51» + 1"»16"= 5* 12«» 7". Die frühere Symmetrie 
hört also auf. 

Beispiel 3. An welcher Stelle geht unter 9? = 51^29' 
nördlicher Breite die Sonne auf und unter, wenn das 
nautische Jahrbuch die Deklination b — 23^ 27' angiebt (was 
etwa dem 20. Juni entspricht). 
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Auflösung. 

cos ao = — ^^ riebt a = -f 129» 43' 10 ". 
cos 9? ° ~- 

Die zugehörige wahre und mittlere Zeit ist in einem früheren 
Beispiele bereits berechnet worden. 

633) Verbesserte Formel für die logarithmische 
Azimuthberechnung aus q>, h, d. 

Die obigen Bezeichnungen und die Formeln der 
sphärischen Trigonometrie geben 



a -1 /si 



'sin u cos (u — S) 
cos " ^ 



cos (p cos h 



cos (u — w) cos (u — h) 

sm ■' V r/ \ 






cos q> cos h 



^^ „ _ , , 'cos {u — <p) cos {u — Ä) 



l-F 



sin u cos (m — S) 

634) Höhenberechnung. Die einfachste Berechnung 
von h geschieht aus a, d und t mit Hilfe von 

sin t cos d 



cos n = ; , 



sm a 

die schon Benutzung gefunden hat und einfache Beispiele 
ermögUcht. 

[Besonders einfach werden die Formeln für den ersten 
Vertikal, für den « = 90» ist, also auch (ISO^ — a) = 90^, 
so dafs das nautische Dreieck rechtwinklig wird. Man 
kann dann mit cos h = sin t cos d rechnen.] 

635) Sind q?, d, t gegeben, so reicht aus 

sinÄ = sin 9? sin <J + cos q> cos d cos t 

Beispiele. 

1) <^ = 520 30', d = 22n2', ^ = 620 40' geben Ä = 33^57' 24", 

2) (p^ 54020', 3 = 45054', i= 9* 10' geben Ä -=160 30' 32", 

3) 9? = 480 11', d = 250 51', t^ 0*47' geben Ä = 650 50'. 

636) Ist gleichzeitig nach a und dem paraUaktischen 
Winkel q gefragt, so kann man, weil zwei Seiten und der 
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eingeschlossene Winkel des nautischen Dreiecks gegeben 
sind; auch f olgendermaTsen verfahren 

q) — d 
a — g 2 t 

und 

. w — d 

cos^ 

geben a und q. Dann folgt 

a — q 

90 — Ä ^®"~2~ ^ (p—d 
tan — ^r — =- ■ — tan ^ . 

2 €L+ q 2 

cos— ^^ 

Auch die Formel 

. w — d i 

. 90-Ä «"^^-*'°«2 

cos-^ 

kann benutzt werden. 

637) Ähnlich ist zu verfahren, wenn ty a, (p gegeben 
ist. Besonders einfach werden die Formeln für das Passieren 
durch den ersten Vertikal, also für ein rechtwinkliges Drei- 
eck mit 180— a = 900. 

In diesem FaUe ergiebt sich 

sin d 



sinn = -; . 

sm^? 

(Ist auch nach der Zeit ge&agt, so findet man ^ = 7 •) 

Beispiel. (p = 53^33', d = 17049', a = 90<> giebt 
h = 220 21' 30" (und t = 76» 16' 4"). 

638) Zeitbestimmungen durch korrespondierende 
Höhen. Da die Sonne zur Zeit der Kulmination längere 
Zeit in derselben Höhe bleibt, läfst sich der Augenblick 
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der Kulmination durch blofse Höhenmessung nicht genau 
genug bestimmen. Weit genauer kann dies mit Hilfe zweier 
gleicher Höhen geschehen^ die dem Vormittag und Nach- 
mittag angehören und weit genug vom Mittag entfernt 
sind. Sind u^ und ti^ die beiden an der Uhr bestimmten 
Beobachtungszeiten, so gehört^ wenn man für die ganze 
Zwischenzeit die Deklination der Sonne als konstant an- 
nimmt^ der Durchgang durch den Meridian dem arith- 
metischen Mittel der Beobachtungszeiten an, d. h. man hat 

in wahrer Zeit ., , ,„ 

. ^ig ~r »to 

in mittlerer Zeit 

, ^ , , C + C (ti + d) + (t£ + d) 

Zfff -\- a — Im — g — 9 

2 

wobei d die Zeitgleichung, is die Änderung der Sonnen- 
rektascension bedeutet. Selbst, wenn die Uhr nicht richtig 
eingestellt sein sollte, ist in Uhrzeit 

1) «=H^- 

Vergleicht man nun die Zeit 

tm=^ tw + d^ d 

mit der Uhrzeit, wobei d die Zeitgleichung ist, so giebt 
d — u die an der Uhr vorzunehmende Korrektur an. 

639) Für genauere Messung ist es aber nötig, 
die Änderung der Deklination während der zwischen 
den Beobachtungen vergangenen Zeit zu beachten, 
die Formel 1) also einer Korrektur zu unterwerfen. 

Angenommen, in der Zeit von ^ bis ^ (oder % ^^ **) 
ginge die Deklinatinn von {d — x) aiif ^, so darf man mit 
groliser Genauigkeit annehmen, sie ginge in der Zeit t bis ^2 
von d auf (d + x). Hier sollen t^ und ^ die beiden in 
demselben Sinne gemessenen Stundenbogen oder Stunden- 
winkel in Graden bedeuten, so dafs t = ^ ^ ^ ^^^ Kul- 

t —t 
minationszeit angehört Man setze ' = y, dann wird 
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i^ ^t-\-y und ti^t — y. Nach dem CosinassatEe gelten 
för die gemessenen Höhen h^ und Aj ^^ Gleichungen 

sin ^ = sin 97 sin (d — x) + cos q? cos {d — x) cos (t — y), 
sin ^2 ^ sin^ sin (^ -|- ^) + 00s <p cos {d + x) cos (^ + y). 

Da Aj r» ^2 ^^^ so Bi^d die rechten Seiten gleich. Da femer 
X und y nur kleine Änderungen sind, kann man 

cosn?=«l, cosy=l, sina; = a:, siny = y 

setzen. Wendet man dann die Summenformehi an^ so geht 
die Gleichung der rechten Seiten über in 

sin^(sind — a? cos i) + cos 9p (cos d + rc 8ind)(cos< + y sin^) 
= sin9?(8ind4- a? cosi) + cos9!?(cosi — x sind) (cos^ — y sint) 
oder in 

cos <p [x cos i sin <J + y cos d sin t]^= XBm<p cos d, 

was sich zurückföhren lafst auf 

rtan w tan d 

2) y = x —i—T — 1 — 7 

Lsmc tanr 

Sind die u in Stunden^ die Stundenwinkel in Graden aus- 



gedrückt, so ist 



Ml t 



= — , denn jede Stunde bedeutet 15^. 

JLO 



Die Kulmination ist, in Uhrzeit dargestellt^ 



= % + 



u, 



2 



w, 



y % +wa y 



15 



15' 



Setzt man aus 2) den Wert für y ein^ so findet man als 
Uhrzeit der wahren Mittags 



3) 



w = 



% + W2 X 



tan 99 tand 



2 15 Lsin^ tan^. 

Den zweiten Posten rechts bezeichnet man^ da es sich um 
Verbesserung der Annäherungsgleichung 1) handelt^ als die 
Mittagsverbesserung. 

640) In den Tabellen ist die Deklinationsänderung von 
Mittag zu Mittag angegeben. Es ist also zweckmafsig^ die 
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Änderung fi für 48 Stunden einzuführen, in deren Mitte 
der untersuchte Mittag sich befindet. Auf jede Stunde 

kommt dann die Änderung ^, auf ?^^ Stunden also, 

d. h. auf die Hälfte der Beobaxjhtungszeit, betragt die 
Änderung 

48 2 
und daher ist 

X ^ At K — %) _ jll{u2 — u^) 
15 2 . 48 . 15 1440 * 

Einsetzung dieses Wertes in 3) verwandelt diese Gleichung in 

tan 99 tsiid 






. sin t tan t . 



Dies ist also die genauere Zeit des wahren Mittags in 
Uhrzeit. Der Vergleich mit ^m = d giebt wieder die 
vorzunehmende Korrektur der Uhr an. Bezüglich der 
Berechnung ist auf zweierlei aufmerksam zu machen: Bei 
zunehmender Deklination ist fx positiv, bei abnehmender 
negativ. Wird ju in Graden gegeben, so bedeutet der zweite 
Posten Stunden. Ist /ll in Bogen-Sekunden gegeben, so be- 
deutet der Posten Zeit-Sekimden. [Der Ausdruck /^{t«2 — ^1) hat 

/ Grade \ 
die Dimension l-^r- — -= — 1 • (Stunden) == Grade. Da durch 

15 dividiert ist, ist die Reduktion auf Stunden erfolgt.] 

641) H. V. Hallerstein giebt folgendes Beispiel nebst 
KesTiltat an: 

Am 24. August 1859 wurden zur Regulierung 
der Chronometer der Königlichen Korvette Amazone 
zu Swinemünde, also unter 53^ 54' 36" nördlicher 
Breite, zu den Uhrzeiten 8* 47"» 21,45« und 14* 52"» 31,36» 
gleiche Höhen der Sonne beobachtet. Wie grofs 
war die Uhrzeit des wahren Mittags, wenn die 
Deklination der Sonne 10® 13' 52" betrug und deren 
Änderung für 48 Stunden /x = 2461 Sekunden betrug? 

Auflösung. Zunächst ist 

^i+^ = 11* 49"» 56,49^ 
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was schon ein Annäherungswert för u ist. Femer ist 

^~^ = 3* 2- 35,09*, 

WOZU der Stondenbogen < = 45^ 38' 45,6" gehört; u^ — m^ 
« 6* 5"» 10,08* ist als Dezimalbruch gleich 6,086133*. Wird 
/i statt in Stunden in Sekunden geschrieben, so wird bei 
nur fünfstelliger Rechnung die Mittagsverbesserung in Zeit- 
sekunden 



/iK— Wi) 



tan Kp tan b 



1440 Lsin^ tan^J 



tan53o 54' 40" tanll» 13' 50 



" -\ 



^ 2461 - 6,0861 

"■ 1440 L8in45038' 50" tan45o 38' 50" J 

2461 . 6,0861 . 1,7245 ,^ ^,, a , , 

= ^— — - — '- = 17,941 Sekunden. 

1440 

Da im Monat August die Deklination abnimmt, ist yu negativ, 
die Mittagsverbesserung also zu addieren. Dies giebt als 
Uhrzeit des wahren Orts-Mittags 

u = 11* 49« 56,49* + 17,941» =- 11* 50" 14,43*. 

[Siebenstellige Rechnung würde an Stelle der letzten Ziffer 3 
nur 2 geben.] 

Beispiel: Am 6. März wurden auf 53® 13' (Nord) um 
8* 0*" 17* imd 3* 2"» 58* gleiche Sonnenhöhen beobachtet. 
Die DekUnation im wahren^ Mittage war als d = — 5® 27' 
angegeben, die 48 stündige Änderung als 46' 27". Die Uhr 
zeigte im wahren Mittag, wie Breusing S. 239 berechnet, 
11* 31"* 13,6*. Vgl. auch die übrigen dortigen Beispiele. 

642) Bemerkungen. Bei der grofsen Wichtigkeit des 
Verfahrens für genaue astronomische und nautische Mes- 
sungen hat Gauls Tabellen berechnet, durch welche die 
Rechnungen vereinfacht werden. 

Werden die beiden Messungen in unmittelbarer Nähe 
des Mittags vorgenommen, so mufs man auf gröfsere Genauig- 
keit aus den oben angegebenen Gründen verzichten. Dafür 
sind aber gewisse Rechnungserleichterungen gestattet, die 
allerdings zu Abweichungen führen. Diese aber fallen bei 
dem vermerkten üngenauigkeitsgrade nur unbedeutend ins 
Gewicht 
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15 
Ist nämlich / = — (w^ — w^) sehr klein, so kann man 

mit grofser Annäherung sin ^ = tan ^ setzen, und dabei ist 
sin^, wenn i in Sekunden geschrieben wird, sehr genau 

15 
das ^fache oder -^(wg — %)-£ache von sinl". Schreibt 

man aber nicht nur yiy sondern auch i in Sekunden, so 
mufs der Verbesserungsposten durch 3600 dividiert werden, 
wenn er in Sekunden gedeutet werden soll. Er geht über in 



3600 . 1440 



tan^? tand 



15 15 

— K — Ml) sin \" — K — Wj) sin V' 

II (tan (p — tan S) 



36U0. 108000 sin 1"' 



/^ 



Versteht man unter ix' = ll die Änderung in eiuer Minute, 

so giebt die Einsetzung von ix = 2880 ^u' = 60 • 48 • /i' als 
Mittagsverbesserung in Sekunden 

li' (tan (p — tan S) fi' sin (9? — S) 

13 500 sin V ^ 13 500 cos (p cos ^ sin 1'' ' 

Angenommen, für das obengenannte Beispiel hätte man 
absolut genau gemessen und dabei wiederum 

gefunden, so würde man durch die Verbesserung erhalten 

0,8545 sin 430 40' 50'' 



' ^ 13500 cos 530 54' 46" cos 100 13' 50" sin 1" 
= 11* 49»" 56,49« + 15,57^^ 
oflpr 

w= 11* 50"» 12,06*. 

Die durch die Abkürzungen erfolgende Abweichung würde 
also 2,37« betragen, was für manche Zwecke nicht in die 
Wagschale fällt. 

643) Breitebestimmung durch Circummeridian- 
höhen eines Gestirns auf Grund einer geschätzten 
Breite. 
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Cürcummeridianhöhen eines Gestirns sind Hohen, die 
es in der Nähe des Meridiandorchgangs hat 

Schätzt man die geographische Breite*) als q>y und ist d 
die bekannte Deklination des Gestirns, so ist der SiCnith- 
abstand beim Meridiandurchgang als g = q) — d za schätzen. 
Man hat also 

cosjer = cos 9? cos i + sin^? sin 3. 

Beobachtet man in der Nähe der Durchgangszeit den Zenith- 
abstand 0j^^=^ g -\- e, so folgt aus dem Cosinussatze 

cosier^ = cos (je? + e) = sin 9? sin ^ + cos 9? cos d cos t, 

wo t der Stundenwinkel ist, der als bekannt angenommen 
werden kann. (Stundenwinkel gleich Stemzeit — Eekt- 
ascension.) Durch Subtraktion folgt aus beiden Gleichungen 

cos (ff + e) — cos z == cos q? cos d (cos t — 1) 
oder, da 

cos {z+ e) — cos jer = — 2 sin (je? + —1 sin — 

1 — cos^= 2sm2 — 
ist, 

2sin (isr + — J sin — = 2sin2 — cos 9? cos b. 

Daraus folgt 

cos w cos b sin^ — 
1) _ sm- = 



sin ^9? — (5 + Ij 



Hier ist e klein, da der Zenithabstand in der Nahe des 
Meridians sich nur wenig ändert. Demnach kann man 

setzen, sobald e in Sekunden gegeben ist. Ist femer ein 
Stern gewählt, für den das geschätzte =^ <p — b grofs genug 

*) Solche SchätzoDgen geschehen auf Grand der üblichen Fahrt- 
beobachtongen. Durch Berechnungen, wie die vorliegende , werden 
die Resoltate korrigiert. 
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ist, um zu gestatten, daft 8m(^-<)) statt sin(^-,5 + l) 

gesetzt werde, so hat man in Sekunden mit grofser An- 
näherung 

. 2sin2^ 
. ^ cos q) cos o 2 

sin (9? — (5) sinl'' 

[Für untere Kulmination eines Circumpolarstems findet man 
ebenso 

. 28in2- 
. cos q) cos ö 2 

2sin2|- 

Für den Faktor — ; — 3-77- hat man in nautischen Tabellen 

sml'' 

die Werte tabellarisch geordnet. 

Die Benutzung der Formel 2) geschieht nun so, dafs 
man e mit Hilfe der geschätzten Breite (p berechnet imd 
damit den Beobachtungswert s!^ = -]- e vergleicht, so dafs 
man = 0^ — e genauer als nach der Schätzung findet und 
so für 9? = jgr -[- i ebenfalls einen genaueren Wert bestimmen 
kann. Es handelt sich also um eine Korrektur der Schätzung. 
Die Messung von 0^ := '\- e geschieht durch mehrfache 
Messungen, deren IVfittel zu nehmen ist, ebenso wie das 
Mittel der zugehörigen Zeiten. 

[Man kann die korrigierte Breite als eingeschätzte be- 
trachten und die Rechnung wiederholen; dann findet man 
eine noch genauere Breite. Dies ist aber nicht nötig, wenn 
die geschätzte und die korrigierte Breite nahezu über- 
einstimmen, wie ün Beispiel 1) bei Breusing, Seite 244.] 

644) V. Hallerstein giebt folgendes Beispiel: 
Am 24. September 1859 wurden an Bord der 
Amazone unter geschätzter Breite 9? = 55^25' nahe 
am Meridian fünf Sonnenhöhen beobachtet, deren 
Mittel 37044' 38'' ergab, während das Mittel des 
Stundenwinkels (Mittel der wahren Beobachtungs- 
zeiten) i^ = 0* 32*" 15,6* war. Die Deklination der 
Sonne war nach den Tabellen ^ = 3^32'. Wie grofs 
war die genauere Breite? 



Kon ist 
also 



i// 
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Auflösung. 

^ = 16- 7,8* 

giebt A^VbT', es wird also 

cos w cos ö 2 

sin (99 — d) sinl" 

_ cos 55 25^ cos 3 <> 32^ 28in»4n^57^^ 
~" 8in51053' sidTP 

= 1469 Sekunden = 24' 29". 

iTj = 90« — 37<»44'38" = 52015'22", 

j?==5i — C = 51050'53- 
Demnach ist 

^ =. 5 + a = 5I05O' 53" + 3«32' =« 55022' 53". 

Beispiel bei Breusing am angeführten Orte: 22. No- 
vember auf 55^5' N und 7^35' nach Schiffsrechnung 
beobachtete man Kimmabstand der Sonne, aus dem sich 
Höhe 14^1' ergab. Nach dem Chronometer war Green- 
wicher Zeit 0*10'"5« und die Deklination —20^7,6', die 
Zeitgleichung — 13*" 47*. Der Stundenwinkel der Sonne 
ergab sich als 0*54"« 12» und die Breite als 540 58,3'. 

An gleicher Stelle befinden sich noch zwei andere 
Beispiele. 

645) Bemerkung. Ist die ührzeit gegeben, so muis 
sie mit Hilfe der Zeitgleichung zunächst in wahre Zeit ver- 
wandelt werden, womit der Stundenwinkel t bestimmt ist 
Sind die Zeiten nicht gegeben, so kann man die Stunden- 
winkel aus q), d und h mittels der Formel 

sinÄ — sin(rsind 

cos t = ^-r 

cos 9? cos 

berechnen, wobei auf die Zweideutigkeit zu achten ist. 

Der Vollständigkeit halber sei noch folgende Methode 
angegeben, bei der es sich um ganz beliebige Höhen des 
Gestirns handelt. 
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646) Breitenbestimmung durch zwei beliebige 
Höhen eines Sternes^ seine Deklination und die 
verflossene Zeit. 

Die beobachteten Höhen seien ^^ und ^, die zugehörigen 
unbekannten Stundenwinkel, in Zeit ausgedrückt^ ^ und i^, 

die verflossene Zeit also ^ cy ^ y wenn die beiden Höhen 

auf derselben Seite des Meridians liegen, dagegen ^ , 

wenn sie auf verschiedenen Seiten liegen. Die verflossene 
Zeit ist als bekannt anzunehmen. 

An den beiden nautischen Dreiecken hat man 

sin Äj = sin 9? sin ^ + cos (p cos d cos ^ , 
sin Äg = sin 9? sin ^ + cos q) cos d cos t^ , 

also durch Subtraktion 

sin Äg — sin Äi = cos q? cos d (cos t^ — cos t^) 

COS q) cos o sm ^^ sm . 



Dies giebt die Gleichungen 

2cos "^^ L"^ sin 

/--i-^ am h^ sm h^ 

1) 2 sin 



. t^+ti sinÄi— sinÄ2 



Ä1 + Ä2 . Äj — Äg 



cosycososm cos (p cos sm ci 

4 4 • L • j. 2cos ^ ' ^ sm ^ . ^ 

2) 2siQ^~ ^- smAi— smÄg 2 2 



COS 9? cos sm cos 9? cos sm 

Die erste dieser Gleichungen ist mafsgebend^ wenn die be- 
obachteten Höhen auf derselben Seite des Meridians liegen, 
die andere, wenn das Gegenteil der Fall ist In jedem Falle 
läfst sich die linke Seite mit Hilfe eines geschätzten 9? 

angenähert berechnen. Aus den Zeitgröfsen ^"T ^ und 

^ P > von denen allerdings eine ungenau ist, läfst sich t^ 

und ebenso ^ durch Subtraktion bezw. Addition angenähert 
berechnen. 

Holzmflller, Stereometrie. U. 80 
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Nim tritt bei der Umformung der Formeln für loga- 
riihmische Bereohnmig sph&riBcher Dreiecke (bezw. drei- 
kantiger Ecken vgl. Nr. 276^ Seite 191^ Zeile 3 von miten) 
folgende Gleichung auf: 

- , o 9« cosöt — cos(6 + c) 

1 + cos a = 2co8* ^ = . , . ^ — ■ — - . 

2 sm 6 sm c 

Auf das eine der nautischen Dreiecke angewandt^ giebt 
dies z. B., wenn q/ die wirkliche Breite ist^ 

1 . A c^ o ^ cos (a?' — d) — sinÄ« 

1 +C06L = 2co8«^=- ^ j^ ^. 

2 cos q) cos 

Demnach wiid 

3) cos {<p — d) = sinÄj + cos q> cos d{l + cos i^). 

Daraus würde nun das genauere q/ zu berechnen sein^ was 
das korrekteste ist Nimmt man aber rechts, wo cos q> mit 
cos ^ (1 + cos tf) multipliziert ist, also mit einem Faktor, der 
in zahlreichen Fallen weit kleiaer als 1 ist, das geschätzte (p 
statt qff so kann man cos q/ cos ö{l + cos ^) = sin a setzen^ 
wo a ein Hilfswinkel ist, und dies giebt die Annäherungs- 
formel 

4) cos {qf — i) =» sin Ä, + sin a = 2sin-^-^ — cos-^-rt — • 

Daraus läfst sich die korrigierte Breite q/ in erster An- 
näherung berechnen. 

Will man eine zweite Annäherung haben, so berechne 
man mit der verbesserten Breite qf (an Stelle der geschätzten q?) 
einen neuen Wert für ^ und mit Hilfe des letzteren einen 
neuen Wert q/'. Statt mit h^ und ^ kann man auch mit h^ 
und ^ rechnen. Man wähle von beiden Möglichkeiten die, 
bei der der Faktor (1 + cos f) der kleinere ist, so dafs der 
gemachte Fehler weniger ins Gewicht fallt). 

Diese Naherungsmethode rührt von dem Holländer 
Douwes her und findet noch heute viel Anwendung (früher 
weit grofsere). Zur Erleichterung hat man in den nautischen 
Tafeln „Logarithmen der halben verflossenen Zeit", 

zur leichteren Berechnung von lg sin bezw. lg sin * ^ , 

ebenso Tabellen der Logarithmen der Mittelzeiten zur 



b. •■^■1 ■■■fti i>ii«lp !•■ 
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leichteren Berechnung von lg 2 sin bezw. lg 2 sin * ^ . 

Die Formel 1) würde dadurch in folgende übergehen, in der 

i^ = 2sin -?-±-^, U = lg sin '~^ 

sein soll, 

5) i^ <^ =: lg (sin Äi — sin h^ — Slg <p •\- lg cos b -\-lgtj,\ 

oder auch 



5*) Igi^^ 



Z^2+Zj/cosH^+Z^sin^ 



— P5f9^+^cos^+^4]. 



Die Methode ist trotzdem langwierig und bedarf noch der 
Korrektur, wenn wahrend der verflossenen Zeit sich (p oder 
auch b bemerkbar ändern. 

647) Man kann, ohne eine Schätzungsgrofse (p ein- 
zufuhren, so verfahren, dafs man die beiden Ausgangs- 
gleichungen sowohl addiert, als auch subtrahiert. Dies giebt 

{sin Ä, + sin Äi = 2sin 9? sin ^ + cos 9? cos b (cos ^ + cos t^ 
sin Äg — sin Äi = cos 9? cos b (cos t^ — cos ^). 
Dies formt sich um zu 

sm cos =sm9? smö+cosy? cos o cos cos ^ 

cos c^ — sm-^—^r — ^= — cosa? cosö sm ^ ^ ^ sm ' ^ ^ . 
2 2 ^ 2 2 

Daraus ergiebt sich fiir den Fall, dafs beide Höhen auf der- 
selben Seite des Meridians liegen, 

. Ä2 + Ai Ä2 — Ai . . 

sm cos -^ — - — sm 99 sm 5 

cos- ^ 



2 



cos ^ cos ^ ^ yi — sin2 ^ 



Ao + Ai . A« — Ai 
sin ^ ' - = 



cos ^ sin ^ ^ yi — sin^ 99 

30* 
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Durch Quadrieren und Addieren erhalt man eine neue 
Gleichung, auf deren linker Seite 1 steht^ wahrend rechts 

nur die einzige unbekannte sin 9?, die verflossene Zeit ^ , 

die beobachteten Höhen und die bekannte Deklination d vor- 
kommen. 80 entsteht eine Gleichung zweiten Grades für die 
gesuchte Breite q)y die allerdings auf einen ungeschickten 
Ausdruck für sin q) fuhrt. 

Breusing giebt im ganzen folgende Bestimmungen der 
Breite an: Durch eine Höhe der Sonne im Meridian; durch 
die Höhe des Nordsterns; die der Nebenmittags- und Neben- 
mittemachtsbreite (aus Cirkummeridianhöhen); aus zwei Höhen 
und dem Winkel zwischen ihren Stimdenkreisen^ nebst An- 
naherungsmethoden von Lalande, Borda usw.; Bestimmung 
der eigentlichen Aufsenmittagsbreite (Kra£%^ Caillet^ Ivoiy). 

Längenbestimmungen lehrt er berechnen durch Zeit- 
unterschiede, wobei Gang und Stand der Chronometer zu 
beachten sind, und durch Mondbestimmungen (Monddistanzen). 
Wie durch Standlinien nach Sumner Langen zu bestimmen 
sind, giebt er an, aber noch nicht die Vervollkommnung 
dieser Methode durch Saint Hilaire, die von Bolte be- 
vorzugt wird. 

AusfuhrHcheres und wertvolle Übungsbeispiele prak- 
tischer Art giebt er in Abschnitt X über die ausübende 
Steuermannskunst. 

In der vorliegenden Stereometrie ist es unmöglich, diese 
in allen Teilen zu verfolgen. Bei der astronomischen Orts- 
bestimmung rechnet man nach Breusing in der Regel nicht 
zugleich auf Breite und Länge. Zur Breitenbestimmung 
benutzt man die Kulmination eines Gestirns, z. B. der Sonne^ 
zur Längen- und Zeitbestimmung beobachtet man das Gestirn 
möglichst in der Nähe des ersten Vertikals. Die Zeiten der 
Langen- und Breitenbestimmung fallen also in der Regel 
weit auseinander. 

Zur Breitenbestimmung braucht man nur eine angenäherte 
Kenntnis der Länge. Zur Berechnung des Stundenwinkels 
aber mufs man die Breite schon sehr genau kennen, man 
mufs daher die früher an einem Orte berechnete Breite „mit 
Hilfe der Loggerechnung auf den Ort beschicken", dessen 
Länge (z. B. der Zeitbestimmung wegen) bestimmt werden 



Nantische, astronomische and geodätische Anwendangen. 469 

soll. Im Schiffstagebuch aber mufs der Ort des Schiffes für 
den wahren Mittag aufgeführt werden. Mit Hilfe der Logge- 
rechnung muss also wiederum die Länge vom Beobachtungsorte 
auf den Ort der Mittagsbreite beschickt werden. Logge- 
rechnung und astronomische Ortsbestimmung gehen denmach 
in der Praxis Hand in Hand^ und dieses Verfahren heifst die 
Schiffsrechnung. Die Grundlage für diese ist also die 
Bestünmung eines Anfangsortes, die vorgenommen wird, so- 
bald das Schiff die hohe See gewonnen hat, so dafs man mit 
einer oder mehreren ,,Peilungen" (z. B. nach Leuchttürmen), 
den genauen Anfangsort gewinnt. Gleichzeitig macht man 
eine Zeitbestimmung zur Kontrole des Chronometers, auch 
wenn dessen Stand und Gang im Hafenorte selbst schon 
geprüft war. Auf wiederholte Chronometerkontrole macht 
Breusing besonders aufmerksam, da „die Chronometer in See 
oft einen anderen Gang haben, als am Lande.^^ Er giebt 
hinsichtlich der Güte und Empfindlichkeit dieser Instrumente 
auf Seite 334 und 335 im Aiischlufs an den Chronometer- 
macher Kessels imd den Astronomen Hansen noch weitere 
Mitteilungen. Die Loggerechnung und die Angelegenheiten 
der Mifsweisung liegen, da sie rein physikalischer Natur 
sind, aufserhalb des für unser Buch mafsgebenden Gebietes, 
so dafs auch auf die Bestimmung der Mifsweisung durch 
Azimuthe hier nicht eingegangen werden soll. 

Diese Bemerkungen werden genügen, von der Bedeutung 
der vorstehenden Aufgaben ein Bild zu geben. 

1]) Ein 8at2 der Qeodäsie von Iiegendre über Dreiecke von 

geringer Krümmung. 

648) Auf der Erdoberfläche befinde sich ein sphärisches 
Dreieck, dessen gestreckte Seiten die Längen a, 6, c haben 
mögen, so dafs die auf der Einheitskugel gemessenen Bogen 

die Längen — , — , — haben. Dann berechnen sich die 

T T T 

Dreieckswinkel aus den Gleichungen 

a b c 

cos cos — cos — 

-V r r r 

1) cos a = 



. b , c 
sm — sm — 
r r 



usw. Hier ist 
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cos a= 



*^(r) = ^ - 172 6) + lT2T3T4(>-)- ' ' " 

'^ (r) = 1 ("r) - TTYTs (>) + 1.2.3.4.5 S) " ' ' ' 

USW. 

Ist jedoch r sehr grofs gegen a bezw. &^ so braucht 
man von der Cosinusreihe nur die drei ersten Glieder zu 
benutzen^ von der Sinusreihe nur die ersten beiden.*) Bei 
der Erde z. B. würden sogar bei Langen bis zu 40 bis 50 Meilen 
die ersten sechs Dezimidstellen dabei noch richtig ausfallen. 
Setzt man so die Werte der Cosinus und der Sinus in die 
Formel 1) ein, so wird 



b 
r 



i^-m-'A^-m 



Multipliziert man die Produkte aus^ und streicht man alles^ 
was im Nenner höhere Potenzen von r als die vierte hat, 
so erhalt man zunächst 

J)2^c^_a2 a*— 6*— c*— 662^2 



cosa = 



2r2 



+ 



24 r* 



bc 



1 — 



+ c 



2 



6r2 J 



Multipliziert man den Bruch oben und unten mit l-\ — ^^^ , 
so vereinfacht sich der Nenner zu 



6r2 



6c 
r2 L 



1 — 



36r* 



bc (62 + C2)2 



.2 



36r« 



hc 



.2* 



oder, da im zweiten Bruche r* im Nenner steht, zu 

Auch der ausmultiplizierte Zahler vereinfacht sich und 
endlich bleibt stehen 



2) cos a = 



62 ^ c2 — a2 2 (an^+b^c^+c^a^) — {a^+h^+c^) 



2bc 



246cr2 



*) Der wahre Wert liegt stets zwischen denen, die man daroh 
die Snmmiemngen bis zum n^n bezw. (n-\-l)^T^ Glied erhält. 



Nautische, astronomische und geodätische Anwendungen. 471 

Durch cyklische Yertauschung erhalt man die Cosinus der 
übrigen Winkel. 

Man vergleiche nun das sphärische Dreieck mit einem 
ebenen^ welches die gestreckten Seitenlangen a, b, c hat. 
Dieses neue Dreieck hat Winkel^ die sich berechnen aus 

b^ + c^ — a^ 

3) cosa,^ 2i^ 

usw. Daraus folgt 

Ab^c^ -{a^+b^+c^-'2a^b^+2b^c^^2c^a^) 

oder 

4) 4&2c2 sin2 ai = 2(a^b^ + b^c^+c^a^) — (a*4- J*+ c*). 

Einsetzung der Werte der rechten Seiten von 3) und 4) in 
Gleichung 2) giebt 

-\ bc . ^ 

0) cos a = cos Ol — ^— ^ sm* a^. 

Da r als sehr grofs gegen a, b, c angenommen ist, so sind 
a und O]^ sehr wenig voneinander verschieden^ so dafs 
z. B. o = aj + ^ ^uid 

cos a = cos Ol cos d — sin a^ sin d 

oder^ da cos d sehr genau gleich 1 und sin d sehr genau gleich d 
gesetzt werden kami 

6) cos a = cos Ol — <5 sin a^. 

Aus 5) und 6) folgt 

j, bc . I^ 

WO Fi = — bc sin a^ die Fläche des Hilfsdreiecks ist. Dem- 
nach ist 

F 

a = ai + a = ai + g^. 

Im ganzen hat man 

F F "F 

" °° "^ + 37^' ^ °° ^1 +3^' '' °= ''1 + 37i- 
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Nun ist aber Oj + /8i + yj = 180^ also folgt durch Addition. 

a + ß+y^^+180^ 
oder 

r 



a + ß + y— 180" ^^^E, 



F 

so dafs —~ den sphärischen Excefs bedeutet. Jetzt ist 

V W V 

7) a^^a — ^, ß^^ß — — , y^^y——. 

Folglich: Ein sphärisches Dreieck von geringer 
Krümmung darf als ein ebenes betrachtet werden^ 
dessen Seiten dieselben (gestreckten) Längen haben. 
Die Winkel dieses ebenen Dreiecks erhält man, 
indem man jeden des sphärischen Dreiecks um ein 
Drittel des sphärischen Excesses verkleinert. 

Für kleine Fläche^ daher auch für geringen sphärischen 
Excefs, ist also die Abweichung der Winkel des ebenen 
Dreiecks von denen des sphärischen gering, sie wächst mit 
dem sphärischen Excefs. Von Interesse aber ist, dafs 
alle drei Winkel um denselben Betrag geändert 
werden, was man zunächst nur für gleichseitige Dreiecke 
erwarten würde. In der Geodäsie wird von dem Satze, der 
gewisse Rechnungserleichterungen zuläfst, vielfach Gebrauch 
gemacht. 



\ 



Nachtrag zu Bd. L 

Das Berfihrungsproblem für vier Kugeln. 

649) Sind vier Kugeln gegeben, so lassen sich Kugeln 
konstruieren, die alle vier gegebenen berühren. Die Anzahl 
der Mögliclieiten soll erst unten untersucht werden. 

Der Einfachheit halber sei zunächst der Fall behandelt, 
in dem die gegebenen Kugeln M^, M^, M^, M^ ganz 
auseinander liegen, während die gesuchte ße- 
rührungskugel M sämtliche äufserlich berührt. Die 
Möglichkeit der Berührung werde vorausgesetzt. Dabei 
kommen die in Bd. I, Abschnitt V^ behandelten Sätze über 
Pol und Polare, Potenzebene, Potenzlinie, Potenzpunkte bei 
zwei, drei, vier Kugehi, IhnKchkeitspmikte bei zwei, drei, 
vier Kugeln zur Sprache, ebenso das Entsprechende über 
das Apollonische Problem der Ebene. Alle diese Dinge 
werden als bekannt vorausgesetzt. An der fertigen Figur 
ergiebt sich Folgendes: 

650) Da die Kugeln M^ und M^ von M in Punkten 
J?i imd B2 gleichartig berührt werden, so geht die Gerade 
jBi-Bg durch den äufseren Ahnlichkeitspunkt Ai^^ der beiden 
ersten Kugeln. (Bd. I, § 289). 

651) Da -Mi, Jfg, Jfg von M in Punkten B^, B^, B^ 
gleichartig berührt werden, so gehen in B^B^^y B^B^, ^3-^1 
durch die äufseren Ahnlichkeitspunkte -4i,2, -4.2,8, -^Sji der 
drei ersten Kugeln. Diese Punkte liegen auf einer Geraden 
-4i,2-42,8-43,i, der äufseren Ahnlichkeitsachse «1,2,3 der Kugeln, 
in dieser Achse also schneiden sich die Ebenen B^B2B^^ 
und M^M^M^ (Bd. I, § 299). 

652) Die Ebene B^B^B^ schneidet die Kugeln Jlfj, 
Jfg, Mq imd M so, dafs die Zeichnung dreier entsprechender 
Kreise entsteht, die von einem vierten iu derselben Weise 
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berührt werden. Ist P der Potenzpunkt dieser Kreise, P^ 
der Pol der Ahnlichkeitsachse »1,2,8^ so ^i^ ^^^ Berühnmgs- 
punkt Bi auf der Geraden PPi. (Vgl* z* B. das methodiscbe 
Lehrbuch des Verfassers U, Seite 71 der zweiten Auflage, 
§ 93.) P liegt aber auf der Potenzlinie i?i,2,8 der Kugeln 
MiM^Mq, die senkrecht auf der Ebene M^M^M^ steht 
(Bd. I, § 294); P^ liegt auf der Polare g'1,2,8 von ai,2^ in 
Bezug auf den Kreis M^, die die Ahnlichkeitsachse senk- 
recht kreuzt, also auch auf der Ebene M^M^M^ senkrecht 
steht. Die Geraden P1P2PB ^^d ^1^2,8 sind also parallel und 
durch beide ist eine Ebene ei',2,8 bestimmt, in der nun der 
Berührungspunkt B^ liegen muls. 

653) In derselben Weise kann man die Kugeln M^, 
M^f M^ und in Bezug auf diese denselben Punkt B^ 
untersudien. Dies giebt eine Potenzlinie i>i,8,4> eine 
Ahnlichkeitsachse (i\,%^j eine Polare der letzteren ^104 in 
Bezug auf den Kreis M^ und eine Ebene £1,1,4^ die durch 
Polare und Potenzlinie bestimmt ist Auch in dieser Ebene 
mufs B^ liegen. 

654) Durch den Schnitt der Ebenen £1^2,8 und €1,2,4 ist 
eine Gerade bestimmt, in der B^ liegen muls und zwar liegt 
jBi in einem der beiden Punkte, in denen der Kreis M^ 
von dieser Geraden geschnitten wird. Damit wäre die Be- 
stimmung von B^ vorläufig erledigt 

655) Nun gehen aber die Potenzlinien 2?i,2^ und i>i,2,4 
durch den Potenzpunkt 11 der Kugeln M^, M^, M^, M^ (Bd. I, 
§ 295). Folglich gehen auch die Hilfsebenen ei,2,8 und €1,2,4 
durch diesen Punkt, ebenso ihre Schnittlinie. 

"Weil femer die Achsen «1,2,8 und «1,2,4 in der Ebene a 
der sechs äufseren Ahnlichkeitspunkte der Kugeln jJ^, J^, 
üfg, M^ liegen (Bd. I, § 300), so gehen ihre Folaren 3^1,2,3 
und g'1,2,4 (üi Bezug auf den Kreis M^ durch den Pol Q^ 
der Ebene a in. Bezug auf den Kreis Jf^. Folglich gehen 
die Ebenen €(,2,8 und €1,2,4 durch den Pol Q^y ebenso ihre 
Schnittlinie. 

FolgUch: 

Der Berührungspunkt Dj liegt auf der Geraden 
77^1, die den Potenzpunkt der vier Kugeln mit dem 
Pole der Ebenen der äufseren Ähnlichkeitspunkte 
(in Bezug auf die Kugel M^ verbindet. 
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656) Daraus ergiebt sich folgende Konstraktion der 
gesuchten Berührungskugel: 

Man bestimme den Potenzpunkt 11 der ge- 
gebenen Kugeln Jfj, M^, M^, M^y bestimme ferner 
die Ebene ihrer äufseren Ahnlichkeitspunkte (wozu 
drei dieser Punkte ausreichen) und die Pole Q^, Q^, 
Qs9 Qi dieser Ebene in Bezug auf die Kugeln M^, 
JM'2, Mg, M^. Darauf ziehe man die Geraden IIQ^, 
IIQ^y IIQg und IIQ^, welche die Kugeln in D^ und 
Di, D2 und Di, Dg und Di, D^ und Di schneiden. 
Die inneren Punkte Di, D^, D^, D^ sind die Be- 
rührungspunkte der Kugel, welche die vier gegebenen 
äufserlich berührt, (Die äufseren Punkte D[, Di, 
Da, Di geben die Berührungspunkte der Kugel, 
welche die gegebenen innerlich berührt.) XTm jedes 
der Tetraeder D^D^D^D^ bezw. DiDiDiDi ist nun 
eine Kugel zu legen, deren Mittelpunkt durch Ver- 
längerung der Berührungsradien gefunden wird. 

657) Wie in dem untersuchten Falle, so werden auch 
in jedem anderen zwei Aufgaben zugleich gelöst. Konstruk- 
tion und Begründung sind jedesmal dieselben^ nur treten 
auch innere Ähnlichkeitspunkte auf. 

Bezeichnet man die verschiedenen Fälle der Berührung 
durch a und % (äufserlich und innerlich), so giebt es im 
ganzen 16 Lösungen, von denen je zwei durch dieselbe 
Konstruktion erledigt werden: 



1) 



3) 



iTi M% M\M*^ I JMt JT» M\ Jf^ 



* Jfi JT« Mt M\ \m\ M*t M\ M\ 

.M*iM%Ml jr« f 3f? M*t M\ JT« 
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658) Liegen die vier gegebenen Kugeln nicht aus- 
einander^ sondern treten Umscfaliesungen ein oder schneiden 
sie teilweise einander^ so treten in der Anzahl der Lösungen 
Beschränkungen ein. Die Untersuchung darüber ist für 
die Theorie von geringer Bedeutung und soll dem Leser 
überlassen bleiben. Ebenso sei es ihm anheimgestellt, für 
die Sonderfälle, bei denen einige der Kreise zu Punkten 
oder Ebenen werden, die betreffenden Konstruktionen aus- 
zuführen. 

Das allgemeinste der ApoUonischen Berührungsprobleme 
ist damit als gelöst zu betrachten. 

659) Bemerkungen. Die Litteratur des Berührungs- 
problems ist in Bd. I Nr. 363 angegeben. Im Anschlufs an 
Reyes Synthetische Geometrie der Kugeln seien noch 
folgende Bemerkungen wiedergegeben: 

„Die vier Berührungspunkte jedes Einzelfalles liegen zu 
zweien auf sechs Geraden, welche durch sechs Ahnlichkeits- 
punkte gehen, zu dreien in vier Ebenen, die durch vier Ähnlich- 
keitsachsen gehen. Diese sechs Ahnlichkeitspunkte und die 
vier Achsen liegen in einer Ahnlichkeitsebene der Kugeln. 

Alle Kugeln, die vier gegebene Kugeln berühren oder 
diese unter gleichen Winkeln schneiden, liegen in acht Kugel- 
büscheln, deren Potenzebenen die acht Ahnlichkeitsebenen der 
vier Kugeln sind. Bestimmt man vier Punkte auf den vier 
Kugeln so, dafs der eine von ihnen zu den drei anderen 
invers liegt in Bezug auf drei von den zwölf Ahnlichkeits- 
punkten, so liegen diese vier Punkte auf einer zu jenen acht 
Büscheln gehörigen Kugel; und zwar gehört diese leicht 
konstruierbare Kugel zu demjenigen von den acht Kugel- 
büscheln, welches die Ebene der drei Ahnlichkeitspunkte zur 
Potenzebene hat 

Bringt man diese Ebene zum Durchschnitt mit den Ebenen 
der Kreise, welche die vier gegebenen Kugeln mit der fönften 
gemein haben, so erhält man die Achsen der vier Kreis- 
büschel, in welchen die vier gegebenen Kugeln das eine der 
acht Kugelbüschel schneiden. (Konstruiert man bezüglich 
der vier Kugeln die Polarebene ihres Potenzpunktes, so gehen 
auch diese Ebenen durch die Achsen der vier Kreisbüschel, 
denn die Orthogonalkugel der vier gegebenen Kugeln gehört 
zu jedem der acht Kugelbüschel.) 
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Die vier Kugeln werden im allgemeinen mid höchstens 
von zwei Kugeln des Kugelbüschels berührt und zwar in 
denjenigen leicht konstruierbaren Punkten, deren Berührungs- 
ebenen durch die Achsen der vier Kreisbüschel gehen. So- 
nach siebt es im allgemeinen und höchstens sechzehn Ku£:eln, 
welch! vier gegebene £ugeln berühren; dieselben hlben 
paarweise die acht Ahnlichkeitsebenen der vier Kugeln zu 
Potenzebenen. — Fünf gegebene Kugeln werden im 
allgemeinen und höchstens von sechzehn Kugeln 
unter gleichen Winkeln geschnitten; in jeder dieser 
sechzehn Kugeln durchdringen sich vier leicht angebbare 
Kugelgebüsche, in welchen die erste der fiinf gegebenen 
Kugeln den vier übrigen zugeordnet ist.^^ 

Zu den Beriihrungen und zu den Problemen über gleich- 
winkliges Schneiden von Kugeln vergleiche man Steiners 
Geometrische Betrachtungen (Werke, I, Seite 17 — 94). 
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